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ABSTRACT
The complex network theory is often used to investigate the behavior of Public Transport
Networks (PTN). In general, these studies are limited to the topological analysis using
routes and stations/stops. However, more than routes and stations, a PTN is constituted
by factors that include a provision of service, such as, number of trips, schedules, travel
time and number of passengers carried. We decided to focus on PTN operations, that is,
on travel and passengers, not only on the route and stations/stop as they have been stu-
died. In this work we construct the weighted networks L-Rout, L-Trip and L-Pass derived
from the L-space network. They are weighted, respectively, by number of routes, number
of trips and number of passengers. The same is done with the weighted networks P -Rout,
P -Trip and P -Pass derived from the P -space. We find that even for the different scales
(for instance, the L-Pass is larger than the L -Trip, which is larger than the L-Rout in
terms of number of edges), the nodes degree distribution function leads to an exponencial
decayment independent of their number of edges. From this, we have developed measures
using the periodic properties of the trips in PTN, which we define as pendularity coeffici-
ents RCM and hCM as the center of mass of the trips in a day. We compare the distribution
of these two measures between the L-Trip and L-Pass networks as a way to compare the
offer of transport services and their demand. Finally, we developed an altered gravitational
model for the study of the distribution of urban bus transportation trips from the Federal
District from one of the properties of complex networks, the distance dij, and from the
bus boarding and unboarding characteristics. We believe that the proposed methodologies
for the P -Rout, P -Trip and P -Pass, and for the L-Rout, L-Trip and L-Pass, networks can
contribute to the analysis and planning of public transport systems.
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RESUMO
E´ frequente a utilizac¸a˜o da teoria de redes complexas para investigar o comportamento de
Redes de Transporte Pu´blico (PTN – do ingleˆs, Public Transport Network). Em geral, sa˜o
utilizadas as rotas e as estac¸o˜es para a construc¸a˜o dessas redes e geralmente as ana´lises se
limitam a topologia da rede. No entanto, mais que rotas e estac¸o˜es, um PTN e´ formado por
fatores que envolvem a prestac¸a˜o de servic¸o, tais como, nu´mero de viagens, hora´rios, tempo
de viagens e nu´mero de passageiros transportados. Decidimos focar nas operac¸o˜es de PTN,
viagens e passageiros, na˜o apenas na sua topologia, rota e estac¸o˜es/ponto de paradas, como
vem sendo estudas essas redes. Neste trabalho constru´ımos as redes ponderadas L-Rout,
L-Trip e L-Pass derivadas da rede espac¸o-L. E ponderados, respectivamente, pelo nu´mero
de rotas, de viagens e de passageiros. O mesmo e´ feito com as redes ponderadas P -Rout,
P -Trip e P -Pass derivadas da rede espac¸o-P . Constatamos que mesmo para as diferentes
escalas ( por exemplo, a L-Pass e´ bem maior que a L-Trip, que, por sua vez, e´ bem maior
que a L-Rout em termos de nu´mero de arestas), as curvas de distribuic¸a˜o do grau do
no´ levam a um decaimento exponencial independente do nu´mero de arestas das redes. A
partir disso, desenvolvemos medidas usando as propriedades perio´dicas das viagens em
redes PTN, que definimos como coeficientes de pendularidade RCM e hCM como o centro
de “massa” das viagens num dia. Comparamos a distribuic¸a˜o dessas duas medidas entre
as redes L-Trip e L-Pass como forma de comparar a oferta de servic¸os de transporte e
sua demanda. E por fim, desenvolvemos um modelo gravitacional alterado para o estudo
da distribuic¸a˜o de viagens do Transporte urbano de oˆnibus do Distrito Federal a partir
de uma das propriedade de redes complexas, a distaˆncia dij, e a partir das caracter´ısticas
de embarque e desembarque dos oˆnibus. Acreditamos que as metodologias propostas para
as redes P -Rout, P -Trip e P -Pass, e tambe´m para as redes L-Rout, L-Trip and L-Pass,
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Ao tratar de sistemas dinaˆmicos complexos facilmente podemos citar inu´-
meros trabalhos em Redes Complexas. Desde os trabalhos pioneiros em Teoria dos Grafos
de Leonhard Euler para solucionar um dif´ıcil problema de rotas para atravessar as pontes
da cidade de Ko¨nigsberg, o estudo em Redes Complexas vem fascinando va´rios estudio-
sos de diversas a´reas do conhecimento justamente por causa da abstrac¸a˜o simplificada de
problemas envolvendo grande quantidade de informac¸a˜o com base nas conexo˜es entre os
elementos que compo˜em certos sistemas complexos.
O final da de´cada de 1990 e´ particularmente importante devido aos avanc¸os
na Teoria de Redes Complexas. Embora muitos trabalhos com redes regulares e redes ale-
ato´rias tivessem sido publicados desde os trabalhos de Euler, foi a partir da investigac¸a˜o
de redes complexas com a utilizac¸a˜o de dados reais que temos observado um aumento
significativo no nu´mero de publicac¸o˜es sobre o tema. Os trabalhos particularmente im-
portantes para o entendimento da topologia de redes foram os estudos de redes de mundos
pequenos, que trouxeram luz ao problema da dinaˆmica em redes complexas reais. Outros
trabalhos concorrente em termos de importaˆncia foram os trabalhos de redes sem escala,
importante para o entendimento da formac¸a˜o de redes complexas reais.
Inu´meros sa˜o os sistemas complexos de interesse dentro da a´rea de redes
complexas, principalmente os sistemas que intuitivamente sa˜o formados em redes, tais
como, redes de transporte, redes de comunicac¸a˜o, internet, cadeia alimentar, rede social,
rede de nego´cios, epidemias, entre outros.
Assim, sa˜o inu´meros os trabalhos em redes complexas em que sa˜o usados os
dados de redes de transporte para corroborar com as novas teorias de redes reais, desde o
sistema de trens da I´ndia ate´ a rede mundial de aeroportos, com propo´sitos de entender
a formac¸a˜o, a estruturas, a dinaˆmica e a eficieˆncia de redes reais.
Nesse contexto, apresentamos no Cap´ıtulo 2 uma sucinta trajeto´ria da ci-
eˆncia de Redes Complexas, abrangendo estudos em diversas a´reas do conhecimento que
foram importantes para a atual concepc¸a˜o de redes reais, as principais teorias, o forma-
lismo matema´tico, algumas propriedades de redes importantes e exemplos de estudos em
redes reis.
No Cap´ıtulo 3 mostramos o conceito de redes de transporte pu´blico (PTN –
do ingleˆs, Public Transport Network) dentro da abordagem de redes complexas, a forma-
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c¸a˜o das redes, estudos das propriedades topolo´gicas de redes e estudos emp´ıricos realizado
com os dados do sistema de transporte urbano do Distrito Federal. Sugerimos um mo-
delo de redes PTN no Cap´ıtulo 4, com acre´scimo de alguns elementos ale´m daqueles
tradicionalmente usados (rotas e estac¸o˜es), tais como a quantidade de rotas diferentes,
a quantidade de viagens e a quantidade de passageiros. Desenvolvemos essas redes PTN
modificadas, usando um conceito de forc¸a do no´, simplificando uma rede de mu´ltiplas
arestas em redes ponderadas, mas tudo isso sem eliminar a simplificac¸a˜o do modelo de
redes. Assim, constru´ımos novas redes, os quais chamamos de redes P -Rout, P -Trip e
P -Pass a partir da rede espac¸o-P , e tambe´m as redes L-Rout, L-Trip e L-Pass a partir
da rede espac¸o-L do modelo de redes PTN.
A partir da construc¸a˜o de redes PTN modificadas estudamos no Cap´ıtulo 5
as caracter´ısticas das distribuic¸a˜o das viagens e de passageiros ao longo do tempo, usando
a ideia de sistemas perio´dicos. E no Cap´ıtulo 6, sugerimos um modelo de distribuic¸a˜o para
as viagens de oˆnibus no em uma regia˜o a partir da ideia de forc¸a de interac¸a˜o entre duas
regio˜es.
No Cap´ıtulo 5, portanto, constru´ımos um modelo usando o conceito de
centro de massa para descrever a distribuic¸a˜o de viagens ao longo do dia por meio de duas
grandezas RCM e θCM . Analisamos o caso da rede de transporte urbano de oˆnibus do
Distrito Federal e apresentamos como a medida dessas grandezas podem contribuir para
entendermos a distribuic¸a˜o de viagens em um ponto de parada espec´ıfico.
E finalmente, no Cap´ıtulo 6 constru´ımos um modelo de distribuic¸a˜o de via-
gens usando as propriedades de redes PTN, de modo a alterar o modelo gravitacional ta˜o
usada no planejamento de transportes como uma te´cnica, que a partir de dados censita´rios
tenta prever a distribuic¸a˜o de viagens em um territo´rio. Aplicamos o modelo para o caso




O estudo da teoria de redes complexas se intensificou no final da de´cada de
1990 com destaque para dois modelos ba´sicos: redes de pequenos mundos [1] e redes sem
escala [2] . Antes disso, a modelagem de sistemas em redes era baseada em dois modelos
principais: redes regulares e redes aleato´rias.
Rede complexa e´ uma representac¸a˜o abstrata de qualquer sistema discreto
formado por elementos que podem ser conectados um ao outro devido a alguma caracte-
r´ıstica especial. Podem ser pessoas conectadas pelo lac¸o de amizade; pa´ıses, pela relac¸a˜o
de come´rcio; lugares, pela relac¸a˜o de mobilidade; ce´lulas, pelas func¸o˜es que exercem no
corpo ou computadores, pela troca de dados. Matematicamente sa˜o representados por
grafos.
Newman define redes como uma representac¸a˜o simplificada que reduz um
sistema em estruturas abstratas apreendendo apenas as bases do padra˜o das conexo˜es,
que podem conter informac¸o˜es como nome, ro´tulo, peso, direc¸a˜o, etc, que captem alguma
caracter´ıstica do sistema. No entanto, aconselha-se que na˜o sejam muitas as informac¸o˜es
para na˜o perder a simplificac¸a˜o do sistema. Tendo em vista que, quanto mais informac¸o˜es,
ou varia´veis, sa˜o impostas ao problema, mais complexa ela ficara´ e perdera´ a simplificac¸a˜o
atribu´ıda ao me´todo [3].
2.1 Uma breve histo´ria das Redes Complexas
Nesta sec¸a˜o descreveremos sucintamente estudos importantes que serviram
de base para a teoria de redes complexas. Desde o surgimento da teoria de grafos por Euler
e de redes aleato´rias de Erdo¨s e Re´nyi, ambos os trabalhos realizados na matema´tica,
passando por estudos desenvolvidos na sociologia por Milgram e na economia por Simon
e Price.
2.1.1 O problema das sete pontes de Ko¨nigsberg
A teoria dos grafos teve origem no se´culo XVIII com o trabalho do mate-
ma´tico e f´ısico Leonhard Euler, no qual e´ resolvido o famoso problema matema´tico das
sete pontes de Konigsberg, Figura (2.1). A questa˜o a ser resolvida era sobre otimizac¸a˜o de
caminhos. Ou seja, questionava-se como percorrer por todas as porc¸o˜es de terra e voltar
ao ponto de origem passando uma u´nica vez em cada ponte? Naquela e´poca, debatia-se
sobre a possibilidade de existir um percurso fechado, em que um andarilho pudesse sair
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de um local e voltar ao mesmo, passando uma u´nica vez em cada uma das sete pontes
sobre o rio Pregel, na Pru´ssia [4, 5]. Em 1736 Euler provou que esse caminho na˜o poderia
existir.
(a) (b)
Figura 2.1 - 2.1(a): Desenho ilustrativo de Euler do problema das sete pontes de Konigsberg; 2.1(b): Grafo
de Euler do problema das sete pontes de Ko¨nigsberg. (Fonte: [5])
Para resolver esse problema, Euler percebeu que as formas das ilhas e do
rio na˜o influenciavam na soluc¸a˜o do problema, mas apenas as conexo˜es entre um local e
outro atrave´s das pontes realmente importavam. Assim, desenhou um diagrama formado
por pontos e linhas, Figura (2.1(b)), a que denominou grafo [5]. Cada ponto desse diagrama
e´ chamado de no´ do grafo e cada linha e´ chamado de aresta do grafo [6].
Dessa forma, Euler esboc¸ou um grafo formado por quatro no´s — A, B, C
e D —, que representavam as porc¸o˜es de terra, e sete arestas, que representavam as sete
pontes. Como a regra era passar por todas as pontes uma u´nica vez e passar por todas as
ilhas um u´nica vez e voltar ao local de origem, seria necessa´rio que existissem duas pontes,
pois uma ponte deveria somente ser utilizada uma u´nica vez pelo andarilho. Assim, para
essa viagem desejada, era necessa´rio que cada porc¸a˜o de terra fosse atendida por um
nu´mero par de pontes. Fato que na˜o era atendido pelas pontes de Ko¨nigsberg [7].
2.1.2 Grafos aleato´rios
Muitos estudos sobre grafos sa˜o realizados desde seu surgimento. No entanto,
o conceito de grafos aleato´rios com uma abordagem estat´ıstica e com o uso de algoritmos
foi introduzido somente no se´culo XX [8].
O trabalho de Erdo¨s e Re´nyi – ER (1959) e´ o pioneiro nessa abordagem.
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Eles introduziram a ideia de que as conexo˜es entre dois no´s quaisquer sa˜o realizadas
aleatoriamente e de forma equiprova´vel e independente da quantidade de conexo˜es que os
no´s possuem [8]. Uma vez fixado o nu´mero de no´s (n) e de arestas (m) da rede, as arestas






equiprova´veis. Esse modelo e´ considerado um sistema fechado, tal que, na˜o ha´ inclusa˜o
ou exclusa˜o de no´s no sistema [8]. Uma das propriedades do grafo aleto´rio G(n,m) que
pode ser medida diretamente e´ o grau me´dio, 〈k〉 = 2m/n [3], como veremos mais adiante,
na sec¸a˜o 2.4.1, grau, tambe´m chamado de valeˆncia, de um certo no´ e´ o nu´mero de no´s
vizinhos com os quais esse se conecta, que no caso de uma rede simples, e´ igual ao nu´mero
de arestas do no´.
Uma outra definic¸a˜o do modelo e´ de que um grafo e´ gerado pela escolha
uniformemente aleato´ria entre o conjunto de todos os grafos simples com exatos n no´s e
m arestas. Estritamente, o grafo aleato´rio na˜o e´ definido em termos de uma rede geral
simples aleato´ria, mas como um ensemble de redes, ou seja, existe uma distribuic¸a˜o de
probabilidade sobre todos os grafos poss´ıveis com n no´s e m arestas [3].
Nesse caso, consideramos G(n, p) tal que p e´ a probabilidade de arestas
entre os n no´s, mas colocamos uma aresta entre os pares distintos com a probabilidade p,
fixamos o nu´mero de no´s, mas o nu´mero de arestas na˜o e´ fixo.
Em um grafo com n no´s e m arestas, ou um par distinto de no´s esta´ conec-
tado por uma aresta, ou na˜o esta´. Supondo que a probabilidade de um no´s i esta´ conectado
a outro outro no´ dos (n − 1) no´s restantes do grafo seja p e de na˜o esta´ conectado seja
q = (1− p).
Para cada no´ i de G(n, p) existem mais (n− 1) no´s com os quais i pode se




possibilidades equiprova´veis para escolher k diferentes no´s para conectar a i. A
probabilidade de i estar conectado a exatos k no´s e na˜o conectados a exatos (n− 1 − k)
no´s e´ igual a pk(p− 1)(n−1−k), tal que





pk(1− p)n−1−k , (2.1)
que e´ a distribuic¸a˜o Binomial [8].
Na estat´ıstica, se X e´ uma varia´vel aleato´ria de um conjunto de
{x1, x2, ..., xn}, o valor esperado E(X) pode ser obtido a partir da distribuic¸a˜o de pro-
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babilidade P ,
E(X = xi) =
n∑
i=1
xiP [X = xi] . (2.2)
A soma de toda probabilidade de todos os xi deve ser igual a 1,
n∑
i=1
P [X = xi] = 1 , (2.3)
que e´ a condic¸a˜o de normalizac¸a˜o. Dessa forma, se queremos o valor esperado como o grau




k P [x = k] = p(n− 1) . (2.4)
Para demonstrar, vejamos [9]:
n−1∑
k=1

















(n− 1) (n− 2)!
k (k − 1)!(n− k − 1)! k p · p
k−1 (1− p)n−1−k




(k − 1)!(n− k − 1)! p
k−1 (1− p)n−1−k ,
fazendo l = k−1, podemos substituir k = l+1, e podemos reescrever a expressa˜o tal que,
n−1∑
k=1




l!(n− l − 2)! p
l (1− p)n−l−2 (2.6)







pl (1− p)n−l−2 , (2.7)
fazendo r = n− 2 e reescrevendo a expressa˜o vemos que,
n−1∑
k=1







pl (1− p)r−l . (2.8)
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l!(r − l)! p
l (1− p)r−l = (p+ q)r = 1 , (2.9)
e a equac¸a˜o (2.8) se reduz a
n−1∑
k=1
k P [x = k] =
n−1∑
k=1
k P [x = k] = p (n− 1) · 1 . (2.10)




k P [x = k] = p (n− 1) . (2.11)
Como nos interessa verificar as propriedades de redes grandes, com n −→∞,
podemos observar a partir da equac¸a˜o (2.11), λ = p (n − 1), que p = λ/(n − 1) e´ muito
pequeno quando n −→∞, tal que podemos escrever,
ln
[




' −(n− 1− k) λ
n− 1 (2.13)
' −λ (2.14)
e enta˜o podemos expandir em se´rie de Taylor para n −→ ∞. E elevando ambos os lados
a` exponencial, encontramos que (1 − p)1−n−k = e−λ no limite de n grande. Ale´m disso,










e a equac¸a˜o (2.1) se torna,
















Assim, para n grande pode ser substitu´ıda a distribuic¸a˜o Binomial pela distribuic¸a˜o de
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Poisson [8]:




O estudo da distribuic¸a˜o do grau do no´ desse tipo de redes, todavia, na˜o
condiz com redes encontradas na natureza. Segundo o modelo de redes aleato´rias, para
uma rede com N grande, o grau do no´ apresenta uma distribuic¸a˜o de Poisson enquanto
que para algumas redes reais, essa distribuic¸a˜o e´ do tipo lei de poteˆncia.
2.1.3 Um experimento social
Em 1969, Travers e Milgram publicaram um artigo [10] com resultados em-
p´ıricos de um estudo experimental que denominaram de Estudo do Problema de Pequenos
Mundos [11]. Para esse estudo foram selecionados aleatoriamente 296 pessoas de Nebraska
e Boston para que, gerando uma “cadeia de conhecidos”, conseguissem entregar uma carta
ao destinata´rio de Massachusetts. Desse total, apenas 64 correspondeˆncias conseguiram
chegar ao destino.
Em resumo o documento continha as regras do jogo, os dados da pessoa
alvo, uma lista e um carta˜o marcador. A lista era usada para evitar que o documento
voltasse para as ma˜os de uma pessoa que ja´ tivesse sido atingida pelo mesmo. E o carta˜o
marcador, para coletar as informac¸o˜es sociais necessa´rias ao estudo. O primeiro remetente
da carta deveria, se conhecesse o destinata´rio, enviar-lhe a diretamente carta, sena˜o, en-
viasse a algum conhecido que intermediaria a entrega ao destinata´rio. Se o conhecido do
primeiro conhecesse o destinata´rio, que enviasse a carta diretamente, sena˜o, que enviasse
a um conhecido que intermediaria a entrega ao destinata´rio e assim por diante, ate´ que
a carta chegue ao destino. O resultado disso, portanto, consiste de uma distribuic¸a˜o do
comprimento da cadeia. Foram analisados apenas documentos que conseguiram chegar ao
destino. Nessa distribuic¸a˜o, o nu´mero de intermedia´rios entre o remetente e o destinata´rio
foi chamado de comprimento da cadeia. Assim, o estudo mostrou que o valor me´dio dessa
distribuic¸a˜o ficava em torno de 5, 2 conexo˜es.
A grande contribuic¸a˜o do trabalho de Travers e Milgram esta´ relacionada
ao nu´mero me´dio de intermedia´rios observados, cujo valor e´ maior que cinco, entre o
remetente e o destinata´rio. Da´ı o conceito de que qualquer pessoa esta´ a seis graus de
separac¸a˜o de outra.
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2.1.4 Modelo de vantagens acumulativas
Um dos interesses de alguns estudiosos e´ encontrar algum tipo de padra˜o
que possa ser observado em diferentes sistemas. O economista Simon [12] identificou em
1955 uma classe de func¸a˜o distribuic¸a˜o que deca´ıa com lei de poteˆncia observando dados
emp´ıricos que descreviam fenoˆmenos sociais, biolo´gicos e econoˆmicos. Ele observou, enta˜o,
a distribuic¸a˜o de palavras numa prosa pela frequeˆncia de ocorreˆncia, distribuic¸a˜o de ci-
entistas pelo nu´mero de publicac¸o˜es, distribuic¸o˜es de cidades por populac¸a˜o, distribuic¸a˜o
de renda e outros. Ele percebeu que nesses casos, mesmo sendo ta˜o distintos quanto a`
natureza que os formava, havia algo em comum, a distribuic¸a˜o apresentava uma curva
com uma longa cauda de decaimento, que sugeria uma equac¸a˜o de decaimento de lei de
poteˆncia.
Apesar de ter sido um grande estudo sobre processos estoca´sticos diversos
que apresentavam um padra˜o de distribuic¸a˜o, ainda na˜o se falava em um modelo estrutu-
rado em redes ou grafos.
Somente mais tarde, por volta dos anos 1965, o f´ısico-historiador Price [13]
observa que a distribuic¸a˜o da frequeˆncia de citac¸o˜es nas publicac¸o˜es do ano de 1961
seguia uma lei de poteˆncia. Nessa pesquisa, ele estuda as publicac¸o˜es cient´ıficas e a rede
de citac¸o˜es, cujas publicac¸o˜es eram conectadas uma a outra a partir das citac¸o˜es em notas
de rodape´ ou refereˆncia bibliogra´fica. Podemos dizer que pela primeira vez e´ observada
uma lei de decaimento de lei de poteˆncias numa distribuic¸a˜o baseado num sistema em
redes.
Em 1976, Price intrigado com o fenoˆmeno de ‘sucesso gera sucesso’ sugere,
apo´s estudo de dados emp´ıricos com rede de citac¸o˜es, uma distribuic¸a˜o de vantagens
acumulativas bastante estudada em fenoˆmenos sociais como modelo para o fenoˆmeno de
sucessos [14]. Assim, propoˆs um simples e elegante modelo de formac¸a˜o de redes que dava
origem a` distribuic¸a˜o de grau em lei de poteˆncia [3]. Hoje esse modelo e´ conhecido como
‘prefereˆncia de conexa˜o’ muito popularmente atribu´ıdo ao Modelo de Baraba´si de redes
sem escala.
Embora tenhamos observado que os trabalhos de Price juntamente com os
trabalhos de Simon tenham sidos anteriores ao de Baraba´si, o u´ltimo descreve de forma
clara a construc¸a˜o de redes reais propondo que o crescimento e prefereˆncia de conexa˜o sa˜o
os elementos essenciais para se obter uma curva de distribuic¸a˜o lei de poteˆncia [2].
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2.2 Redes reais
As redes reais, todavia, na˜o obedecem uma modelagem de redes nem regu-
lares e nem completamente aleato´rias, mas se mostram com caracter´ısticas que sa˜o meio
termo dos dois modelos. Isso porque as redes reais apresentam uma se´rie de fatores que
na˜o foram consideradas na teoria de Grafos Aleato´rios como, por exemplo, a entrada de
novos no´s ao sistema. As descobertas nesse campo sa˜o devidas a`s investigac¸o˜es realizadas
em rede de interac¸a˜o de sistemas complexos [1, 2, 15]
A grande disponibilidade de computadores e redes de comunicac¸a˜o dos u´l-
timos anos colaborou para o crescente interesse por parte dos pesquisadores acerca do
estudo de redes complexas, pois permitiu-se reunir e analisar uma grande massa de dados
do mundo real. Os novos movimentos nessa a´rea, pore´m, desviam-se do estudo de redes
pequenas para redes maiores, grac¸as a esses recursos [16].
A evoluc¸a˜o tecnolo´gica de processadores mais velozes e maior capacidade de
armazenamento possibilitaram estudos de redes cada vez maiores, incluindo redes reais de
todos os tipos. E´ a partir disso que investigac¸o˜es de propriedades estat´ısticas, tais como
centralidades, menor caminho, aglomerac¸o˜es, comunidades e outros, foram se tornando
populares na expectativa de compreender a estrutura de redes reais atrave´s da topologia.
Da mesma forma, houve avanc¸os no estudo de processos dinaˆmicos de redes complexas,
cujo objetivo esta´ relacionado em se verificar a navegabilidade [17], a robustez [18, 19], a
eficieˆncia [20, 21, 22], a difusa˜o em redes [23, 24], navegac¸a˜o o´tima [25, 26] de sistemas
reais.
Novos modelos alternativos aos modelos ba´sicos de redes complexas tambe´m
veˆm surgindo a cada dia. Alguns estudos mostram, portanto, que uma rede sem escala
pode ser tambe´m uma rede de mundo pequeno, por duas razo˜es: redes reais sem escala
(i) possuem coeficiente de aglomerac¸a˜o ta˜o grandes quanto de redes aleato´rias e (ii) seu
diaˆmetro aumenta logaritmicamente com o nu´mero de no´s [27].
Assim, no final da de´cada de 1990, dois modelos de redes sa˜o adotados
na ana´lise de redes reais: Redes de Pequenos Mundos [1] e Redes sem escala [2]. E a
partir desses dois modelos, muitos outros foram surgindo, tais como estudos de classes de
redes de Pequenos Mundos [27], redes complexas em camadas [28], sincronizac¸a˜o em redes
complexas [29], modularidade [30] e comunidade em redes [30] e outros.
10
2.2.1 O modelo de Watts-Strogatz (WS)
Em 1998, Duncan J. Watts e Steven H. Strogatz, observando redes de sis-
temas dinaˆmicos acoplados, exploraram um modelo simples de redes, no qual uma rede
regular era reconectada com a finalidade de introduzir uma desordem, ate´ a obtenc¸a˜o
de um grafo puramente aleato´rio. A desordem era atribu´ıda pela varia´vel ρ, onde ρ = 0
significava que a desordem era zero, tal que a rede fosse regular e ρ = 1 significava que a
desordem era ma´xima, tal que a rede fosse totalmente aleato´ria [1].
No estudo de Watts e Strogatz duas caracter´ısticas sa˜o levadas em conta: o
Coeficiente de Aglomerac¸a˜o (C(ρ)) e o Comprimento de Caminho Me´dio (L(ρ)) . Redes
regulares apresentavam C(ρ) e L(ρ) grandes e redes puramente aleato´rias C(ρ) e L(ρ)
pequenos. No entanto, analisando redes de atores substitutos, redes de energia do ocidente
dos Estados Unidos e redes neurais de C-elegans, eles encontraram sistemas altamente
agregados — caracter´ıstica de grafos regulares — e um reduzido comprimento de caminho
me´dio —, caracter´ıstica de um grafo puramente aleato´rio. Em analogia ao fenoˆmeno de
pequeno mundo de Travers e Milgram, Watts e Strogatz chamaram essa rede de rede de
pequeno mundo [1].
Redes de pequenos mundos, juntamente com redes aleato´rias pertencem a
classe de redes complexas que apresentam uma distribuic¸a˜o do grau do no´ P (k) com
um pico em 〈k〉 e decaimento exponencial para k grande. Sa˜o redes nas quais cada no´
tem aproximadamente o mesmo nu´mero de arestas k ' 〈k〉, e portanto, consideradas
homogeˆneas [18].
O interesse deles eram redes escassa conexa˜o e conectada, ou seja, redes
cujo regime obedecia condic¸a˜o n  k  ln(n)  1, onde k  ln(n) garanta que o grafo
aleato´rio seja conectado. Desse regime, eles obtiveram que L ∼ n/2k e C ∼ 3/4 para
ρ −→ 0 e L ∼ ln(n)/ ln(k) e C ∼ k/n para ρ −→ 1 [1].
L e´ definido como o nu´mero me´dio de arestas do menor caminho entre dois
no´s, medido sobre todos os pares de no´s. Bem como o nu´mero me´dio de pessoas na rede
de relacionamento, cujos no´s sa˜o pessoas.
Um exemplo disso e´ a propagac¸a˜o de um boato. Em uma rede de mundo
pequeno o boato se espalhara´ mais e mais rapidamente comparado com os dois modelos
extremos – rede regular (C e L grandes) e redes puramente aleato´rias (C e L pequenos). Se
por um lado, redes regulares sa˜o altamente agregados, garantindo que muitos dos amigos
de X (fonte do boato) se conhec¸am, para o boato sair do grupo de X e chegar ao u´ltimo
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indiv´ıduo Y da rede, tera´ de ter percorrido um longo caminho em termos de interac¸a˜o
pessoa, de forma que o boato se propagara´ lentamente. Por outro lado, redes puramente
aleato´rias que sa˜o redes que possuem caminho me´dio pequeno, o boato tera´ de passar
por poucos indiv´ıduos de X ate´ Y, por ser uma rede pouco agregada, todavia, nem todos
sabera˜o do boato, podendo chegar a pessoa Z e ali morrer, pois Z na˜o conhece mais
ningue´m da rede.
Apesar dos trabalhos de Watts e Strogatz terem sido usados um modelo de
disseminac¸a˜o de doenc¸as contagiosas, os conceitos de propriedades estruturais local (C)
e global (L) apresentados por eles foram importantes para a compreensa˜o de redes reais
como um todo. Inclusive se observa em seus trabalhos o conceito de robustez de uma rede
como propriedade relacionada a` estrutura da rede [1].
2.2.2 O modelo de Baraba´si-Albert (BA)
A lei de poteˆncia da distribuic¸a˜o do grau do no´ foi discutido pela primeira
vez no trabalho de Baraba´si e Albert [2]. Eles investigaram o comportamento de grandes
redes complexas, tais como a rede de www ou de citac¸o˜es de publicac¸o˜es cient´ıficas, e
mostraram que a probabilidade P (k) de interac¸a˜o entre um no´ e outros k no´s numa rede
sofre decaimento de uma lei de poteˆncia, segundo a equac¸a˜o [31]:
P (k) ∼ k−γ. (2.20)
Esse modelo indica que redes grandes se organizam em um estado sem es-
cala. Para explicar isso, Baraba´si e Albert incorporaram dois elementos chaves que esta˜o
presentes em redes reais: o crescimento e a prefereˆncia de conexa˜o [15]. Sa˜o consideradas
redes na˜o-homogeˆneas [18]. Ficaram assim evidenciadas as falhas do modelo de rede alea-
to´ria como modelo de redes reais, pois a aproximac¸a˜o matema´tica para redes fechadas, ou
seja, redes com nu´mero fixo de no´s e arestas, na˜o condiz com a estrutura de redes reais,
que sa˜o abertas [8].
Crescimento e prefereˆncia de conexa˜o sa˜o simultaneamente essenciais para
a obtenc¸a˜o de uma curva de distribuic¸a˜o de lei de poteˆncia [8]. Para verificar isso, eles
consideraram dois modelos: Modelo A e Modelo B. O primeiro modelo mante´m o cara´ter
de crescimento da rede, mas elimina a prefereˆncia de conexa˜o dos no´s. O segundo, ao
contra´rio, a quantidade de no´s do sistema e´ mantida constante e as conexo˜es sa˜o feitas para
um no´ aleatoriamente selecionado [15]. Com isso observaram que ambos os elementos sa˜o
necessa´rios para obtenc¸a˜o de uma distribuic¸a˜o do tipo lei de poteˆncia, como era observado
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empiricamente.
Segundo Baraba´si e outros, a distribuic¸a˜o do grau do modelo A e´ dada
por um decaimento exponencial P (k) = (e/m) exp(−k/m). Esse comportamento indica
auseˆncia de prefereˆncia de conexa˜o [8]. E para o modelo B, sugere que a distribuic¸a˜o do
grau do no´ seja uma Gaussiana, desde que ki ' (2t/N), com N  1. E o modelo sugere
que a rede apresente o valor igual a ki ' (2t/N) para todos os no´s apo´s o per´ıodo de
transic¸a˜o [8].
Acerca do desenvolvimento independente ou na˜o dos estudos de redes com-
plexas do fim da de´cada de 1990 foram bastante discutidos em [32, 16]. A bem verdade,
Baraba´si e Albert [2] na˜o citam os trabalhos desenvolvidos por Price ou Simon (subsec¸a˜o
2.1.4) para o processo de formac¸a˜o de redes com crescimento e distribuic¸a˜o de vantagens
acumulativas, que e´ semelhante a prefereˆncia de conexa˜o em redes complexas. O estudo
de redes por Baraba´si e Albert tiveram notoriedade no conceito de formac¸a˜o de redes por
trazer com detalhes as propriedades de crescimento e prefereˆncia de conexa˜o em redes reais
como elementos essenciais para a obtenc¸a˜o de distribuic¸a˜o do grau em lei de poteˆncia.
Inclusive, Watts [32] ressalta que a atual gerac¸a˜o de estudos de redes, o
qual chama de “nova cieˆncia de redes”, sa˜o pesquisas que emergiram rapidamente e com
s´ınteses altamente interdisciplinar das novas te´cnicas de ana´lise e com maior uso de dados
emp´ıricos e poder computacional.
2.2.3 Redes Multiplex
Kurant e outros introduzem o modelo de Redes em multicamadas [28]. Eles
fizeram um estudo do sistema de transporte analisando uma rede com camadas distintas,
onde a estrutura f´ısica, o fluxo de tra´fego (dado pela tabela hora´ria de oˆnibus, trem,
etc) e o grafo lo´gico sa˜o gerados como diferentes camadas da rede. Naquele estudo sa˜o
definidas propriedades que possibilitam comparar a camada do grafo lo´gico com a camada
da estrutura f´ısica. Os autores aplicam a te´cnica em treˆs grandes cidades [33] e trabalharem
com a toleraˆncia a erros e os ataques em redes multicamadas [34].
Func¸o˜es qualitativas acoplando matrizes adjacentes das mu´ltiplas fatias sa˜o
introduzidas para o estudo em comunidades em redes para comparar redes que evoluem
no tempo. O estudo desenvolve uma estrutura formada por uma combinac¸a˜o de redes
individuais acopladas por ligac¸o˜es que conectam cada no´ em uma fatia ao mesmo no´ que
se encontra em outra fatia. A comparac¸a˜o e´ feita por meio de func¸o˜es qualitativas que
comparam o nu´mero de arestas intracomunidade que se deve esperar do caso aleato´rio
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[35].
Uma rede multiplexa e´ um grafo de multicamadas onde os no´s pertencem
a va´rias camadas diferentes (isto e´, redes monoplex) simultaneamente e esta˜o ligados
por meio de um conjunto espec´ıfico de arestas em cada camada [36]. Em uma topologia
multiplex ca camadda e´ conectada bidirecionalmente a outras camadas.
Em [37] os autores mostram que os processos de difusa˜o em multiplex podem
ter um comportamento difusivo melhorado, o que significa que as escalas de tempo associ-
adas a` difusa˜o em todo o multiplex podem ser mais curtas do que as associadas a`s camadas
individuais. E concluem que este fenoˆmeno esta´ estritamente relacionado com a configu-
rac¸a˜o particular do multiplex, e na˜o tem contrapartida em redes ”monoplex”cla´ssicas.
Estudos em redes multiplex tem sido bastante usadas para a compreensa˜o
de redes reais. Em [36] os autores descrevem ferramentas teo´ricas para avaliar a navega-
bilidade em redes interconectadas sob falhas aleato´rias, responsa´veis pela estrutura e pela
dinaˆmica inerentes aos sistemas reais. Eles mostram que a eficieˆncia na explorac¸a˜o de re-
des multiplex depende criticamente da topologia das camadas, das forc¸as de interconexa˜o
e da estrate´gia de caminhada.
Uma forma de quantificar o custo para mudar da camada α para a camada
β para uma viagem a partir do no´ i, e´ usada a matriz Dαβ(i) . De modo que e´ poss´ıvel





i de um ve´rtice i em relac¸a˜o a`s suas conexo˜es com




do mesmo no´ com respeito a conexo˜es a suas contrapartes em diferentes camadas [36].
Um exemplo do uso de multiplex para redes de transporte de uma cidade, pode ser feita
definindo-se cada camada como a rede de diferentes modais de transporte, como metroˆ,
oˆnibus, trem.
2.2.4 Exemplos de redes reais
Quase todos os tipos de sistemas reais podem ser representados por redes
complexas. Sa˜o inu´meros estudos emp´ıricos de redes realizados atualmente. Alguns autores
[38, 3], por questo˜es dida´ticas, dividem as va´rias redes em grupos: Redes Tecnolo´gicas,
Redes Sociais, Redes de Informac¸a˜o, Redes Biolo´gicas.
Algumas das redes tecnolo´gicas mais estudadas sa˜o a internet, a telefonia,
as redes ele´tricas, as redes de transporte e as redes de distribuic¸a˜o ou de entregas. A
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www (world wide web), redes de citac¸o˜es, P2P (peer-to-peer), indexac¸a˜o de palavras-
chaves e outros sa˜o agrupados em redes de informac¸a˜o. No grupo das redes biolo´gicas
sa˜o encontradas as redes bioqu´ımicas, neurais e ecolo´gicas. E nas chamadas redes sociais
esta˜o presentes todos os tipos de sistemas que utilizam o relacionamento pessoal como
aresta, seja por relacionamentos amorosos, transmissa˜o de doenc¸as contagiosas, come´rcio,
relac¸o˜es econoˆmicas e outros [3].
De algum modo essas redes foram agrupadas levando-se em conta alguma
propriedade em comum. Em redes do tipo tecnolo´gico, apesar de rede de internet e de
transportes parecerem bem distintas na sua natureza, ambas possuem a func¸a˜o de levar
algo de um lugar a outro. A internet envia pacotes de dados de um computador ou servidor
a outro, ja´ a redes de transporte carrega pessoas ou cargas de um lugar a outro, e assim
por diante.
Ja´ Barthelemy [39] define redes de transporte de forma mais geral, tal que
redes de transportes sa˜o estruturas que transmitem energia, mate´ria ou informac¸a˜o de um
ponto a outro. Essas redes controlam muitos aspectos da sociedade e influenciam muitos
problemas modernos, tais como o conta´gio de doenc¸as, congestionamentos, espalhamento
urbano e estrutura de cidades. Ele inclui as redes tecnolo´gicas como um subgrupo das
redes de transporte e na˜o o contra´rio. Por serem redes cuja a distaˆncia influencia na
definic¸a˜o da topologia, ele as considera como redes espaciais.
Ou seja, nessa classificac¸a˜o sa˜o agrupadas rede ele´trica, rede neural, redes
de comunicac¸a˜o e redes sociais. Em comum essa redes possuem alguma dependeˆncia da
definic¸a˜o da topologia associada a` distaˆncia. Por exemplo, na rede de relacionamentos,
e´ comum que se fac¸a amizade com as pessoas da vizinhanc¸a. O custo do transporte de
pessoas de uma regia˜o e´ associada tambe´m a distaˆncia, em geral, o custo e´ maior quanto
mais se desloca. Da mesma forma, para a distribuic¸a˜o de energia ele´trica ou internet a
cabo, os custos aumentam com a distaˆncia, visto que sera´ necessa´rio mais cabos, postes,
e outros materiais quanto maior e´ a distaˆncia da fonte ao consumidor.
Embora na˜o haja um consenso na classificac¸a˜o de redes reais, um ponto
importante a se observar e´ o uso cada vez mais frequente de dados reais para investigar
de forma emp´ırica as propriedades de redes complexas de va´rios sistemas.
2.3 Grafos e matrizes
E´ natural que a representac¸a˜o matema´tica de grafos seja feita por matriz




A rigor, um grafo e´ um par de conjuntos G = {N,E}, onde N = N(G) e´
o conjunto de n no´s (ou ve´rtices) e E = E(G) e´ o conjunto de m arestas (ou arcos) que
conectam no´s dois a dois. Se o grafo e´ finito, enta˜o N e E tambe´m sa˜o finitos [4]. Uma
aresta {i, j} conecta os no´s i e j e e´ denotada por ij. Assim, ij e ji sa˜o exatamente a
mesma aresta, os no´s i e j sa˜o os no´s finais dessa aresta.
Figura 2.2 - Ilustrac¸a˜o de um grafo com 5 no´s e 5 arestas. Onde temos N = {1, 2, 3, 4, 5} e E =
{{1, 2}, {1, 4}, {2, 4}, {2, 5}, {3, 5}}. (Fonte: [40])
A representac¸a˜o ilustrativa de um grafo e´ feita geralmente por um con-
junto de pontos ligados um ao outro quando existe algum tipo de conexa˜o entre os
no´s e na˜o ligados quando na˜o ha´ conexa˜o. Na Figura (2.2), temos N = {1, 2, 3, 4, 5} e
E = {{1, 2}, {1, 4}, {2, 4}, {2, 5}, {3, 5}}.
2.3.2 Estrutura de uma rede
As redes podem ser classificadas conforme crite´rios estruturais, tais como
[24]:
• Direc¸a˜o: as redes podem ser direcionadas ou na˜o direcionadas. Se o sentido da
conexa˜o representa alguma informac¸a˜o relevante, enta˜o ela e´ direcionada, caso
contra´rio, e´ na˜o direcionada. Em outras palavras, isso significa que existira˜o no´s
origens e no´s destinos, de forma que havera´ diferenc¸a entre uma aresta do no´ i
ao no´ j e uma aresta do no´ j ao no´ i.
• Peso: existem informac¸o˜es importantes que va˜o ale´m da simples informac¸a˜o da
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(a) Grafo direcionado (b) Grafo na˜o direcionado
Figura 2.3 - Direc¸a˜o de arestas, existeˆncia ou auseˆncia de no´ alvo e no´ fonte; 2.3(a): Grafo direcionado;
2.3(b): Grafo na˜o direcionado. (Fonte: [40])
existeˆncia de aresta entre dois no´s. Uma conexa˜o pode ser mais forte que outra,
por meio de algum paraˆmetro. Quando e´ levado em considerac¸a˜o o peso das
conexo˜es, dizemos que a rede e´ ponderada. O peso pode equivaler a` quantidade
de arestas existentes na conexa˜o de um par de no´s [41, 42]. Estudos de redes
ponderadas sa˜o bastante comuns na literatura, podendo abordar desde redes de
colaboradores [43] a redes world wide web (www) e transportes ae´reos [44].
(a) Grafo com multiarestas ares-
tas
(b) Grafo com peso
Figura 2.4 - Rede com multiarestas arestas pode ser representada por um rede ponderada; 2.4(a): Rede com
multiarestas arestas; 2.4(b): Rede ponderada, onde cada nu´mero vinculado a` aresta representa
o nu´mero de arestas entre no´ i e o no´ j. (Fonte: [40])
• Conexa˜o: as redes podem ser ou na˜o conectadas. Se uma rede e´ conectada, enta˜o
na˜o existem no´s isolados, havendo apenas um u´nico aglomerado. Se ela e´ na˜o
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conectada, enta˜o existem no´s isolados, podendo existir mais de um aglomerado
na rede.
• Auto-arestas: na˜o e´ muito raro grafos apresentarem no´s que possuem arestas
consigo mesmo, sa˜o os chamados auto-aresta.
• Multiarestas: quando existem mu´ltiplas arestas conectando um par de no´s.
Quando um grafo na˜o apresenta nem auto-arestas e nem multiarestas, sa˜o chamados de
grafos simples ou redes simples. Ja´ os grafos que apresentam multiarestas sa˜o chamados
de multigrafos [3].
2.3.3 Matriz de adjaceˆncias
Para a representac¸a˜o nume´rica dos no´s e arestas de um grafo, sa˜o utilizados
como ferramenta matema´tica as matrizes bidimesionais. A matriz mais conhecidas e´ a
Matriz de Adjaceˆncias, A, que e´ uma matriz n× n, cujos os elementos aij representam a
conexa˜o entre os no´s i e j, tal que ai,j = 0, se na˜o existe nenhuma aresta entre os no´s i e
j, e aij = 1, se existem arestas entre i e j [4].
Para ilustrar, podemos construir a matriz de adjaceˆncias A para representar
o grafo da Figura (2.2). Percebemos que A e´ sime´trica, pois a rede na˜o direcionada. Isso,
porque num grafo na˜o direcionado a conexa˜o de i para j e´ igual ao de j para i.
A =

0 1 0 1 0
1 0 0 1 1
0 0 0 0 1
1 1 0 0 0
0 1 1 0 0

A matriz de adjaceˆncias possui os elementos da diagonal principal, aij = 0
quando i = j, pois, em geral, representam grafos simples. Isso significa que o grafo na˜o
possui nem auto-arestas nem multiarestas. Quando o grado e´ na˜o direcionado, a matriz
adjacente e´ sime´trica em relac¸a˜o a` diagonal principal. Se, por sua vez, o grafo e´ direcionado,
a matriz pode ser na˜o sime´trica. Como ilustrac¸a˜o, podemos construir a matriz A′ para




0 1 0 1 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0

E´ poss´ıvel, ainda, trabalhar com uma rede ponderada por meio de matrizes.
Para isso podemos usar como exemplo a Figura (2.4). Nesse caso, basta construir uma
matriz ponderada W do grafo G, cujos elementos wij representam na˜o apenas a existeˆncia
de conexa˜o entre os no´s i e j, mas o peso ou forc¸a de suas conexo˜es. Uma rede com
multiarestas entre dois no´s quaisquer pode tambe´m ser representada por uma matriz W,
desde que o valor de wij seja definido como a quantidade de arestas entre i e j.
W =

0 1 0 2 0
1 0 0 1 3
0 0 0 0 4
2 1 0 0 0
0 3 4 0 0

Se wij = 0, significa que na˜o ha´ conexa˜o, e se wij 6= 0, ha´ conexa˜o. Quando
multiarestas entre dois no´s sa˜o equiprova´veis, podemos definir wij como a soma da quan-
tidade de arestas entre i e j.
2.4 Medidas de centralidade
Algumas medidas de centralidade fornecem informac¸o˜es sobre a estrutura
interna de uma rede, podendo ser usadas para se verificar sua eficieˆncia. Sa˜o va´rias as
propriedades de centralidade, entre elas, o grau do no´, o comprimento me´dio, o coeficiente
de aglomerac¸a˜o e o coeficiente de intermediac¸a˜o (ou betweenness).
2.4.1 Grau do no´
O grau (ou valeˆncia) ki e´ o nu´mero de arestas do no´ i; que e´ igual ao nu´mero
de vizinhos desse no´. Onde vizinho define-se como um no´ conectado ao no´ i. Um no´ i de
grau ki = 0 e´ um no´ isolado. Significa que na˜o possui nenhum vizinho. Se todos os no´s do
grafo G teˆm o mesmo grau k, enta˜o G e´ k-regular, ou simplesmente regular [45].
Em redes espaciais, geralmente o grau do no´s mostra um pico na sua distri-
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buic¸a˜o, por causa do v´ınculo espacial [39].
Em uma rede na˜o ponderada o grau do no´ ki expressa a quantidade de no´s






onde i e´ o i-e´simo no´ analisado e aij e´ o elemento da matriz [4]. De forma que, aij = 1, se
existir uma conexa˜o de i para j e aij = 0 se na˜o houver conexa˜o [24]. Para o ca´lculo do






onde n e´ o nu´mero de no´s da rede na˜o direcionada. De outra forma, em redes na˜o-
direcionadas cada aresta tem duas ’extremidades’ (ends) conectadas a ele. Se m e´ o
nu´mero de arestas da rede G, o nu´mero de extremidades sera´ 2m. Por outro lado, o









Para o caso de redes direcionadas em que a aresta e´ de i para j, temos kinj e k
out
i , respec-










O nu´mero de arestas m de uma rede direcionada e´ igual ao nu´mero de extremidades












Portanto, para redes direcionadas o grau me´dio e´,






A diferenc¸a do grau me´dio de rede direcionada e na˜o direcionada e´ dada apenas pelo fator
dois [3].
As propriedades de redes na˜o ponderadas podem ser empregadas no estudo
de redes ponderadas tambe´m, tais como o grau do no´ [41], que recebe a denominac¸a˜o de
forc¸a do no´ (strength) si do no´ i [24]. Nesse caso, na˜o apenas a existeˆncia de conexa˜o
entre um par de no´s e´ contada, mas tambe´m quantas formas diferentes um par de no´ e´
conectado.
Podemos representar a operac¸a˜o dos no´s si como a soma de todos os ele-
mentos matriciais pertencentes a` linha i, ou seja, a soma dos valores dos elementos de





onde wij e´ a forc¸a da conexo˜es entre os no´s i e j, com wij = 0 quando na˜o ha´ conexa˜o e
wij 6= 0 quando ha´ conexa˜o.
As matrizes sa˜o sime´tricas se e somente se representarem redes na˜o direci-
onadas [24].
2.4.2 Distribuic¸a˜o do Grau
Vimos que redes aleato´rias possuem distribuic¸a˜o do grau t´ıpico de uma curva
de distribuic¸a˜o Binomial e para n −→ ∞, pode se aproximar a distribuic¸a˜o de Poisson.
Para redes reais, no entanto, encontramos distribuic¸o˜es em Lei de Poteˆncia, tal como as
redes sem escala de Baraba´si.
Isso significa matematicamente que a distribuic¸a˜o do grau P e´ uma func¸a˜o
linear do grau k, assim:
lnPk = −γ ln k + c , (2.30)
onde α e c sa˜o constantes [3]. Tomando a exponencial de ambos os lados temos,
Pk = C k
−γ , (2.31)
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onde C = ec e´ uma constante. A distribuic¸a˜o varia como poteˆncia de k, da´ı a chamada
lei de Poteˆncia. A constante γ, conhecida como expoente da lei de poteˆncia encontra-se
geralmente no intervalo de 2 ≤ γ ≤ 3. Em alguns casos pode ocorrer variac¸o˜es ligeiramente
fora desse intervalo.
Contudo, uma verdadeira distribuic¸a˜o de lei de poteˆncia deveria se mono-
tonicamente decrescente para todo intervalo, mas observa-se em muitos casos que ha´ um
desvio da lei de poteˆncia para k pequeno e que a lei de poteˆncia manifesta-se na cauda
da distribuic¸a˜o, ou seja, para k grande [3].
Para melhor visualizar uma distribuic¸a˜o lei de poteˆncia pode-se recorrer a





Ou seja, Pk e´ a frac¸a˜o de no´s que tem grau k ou maior que k. Significa dizer que e´ a
probabilidade de escolher um no´ com grau maior ou igual a k.
2.4.3 Coeficiente de aglomerac¸a˜o
O coeficiente de aglomerac¸a˜o (clustering) e´ um paraˆmetro local da rede, que
revela a conectividade da vizinhac¸a de um certo no´ i. Essa vizinhanc¸a de i e´ definida como
um subgrafo formado por todos os no´s com os quais o no´ i e´ conectado. A partir disso, e´
verificado o nu´mero de conexo˜es existentes entre os no´s pertencentes a vizinhanc¸a de i.
Figura 2.5 - Uma rede complexa formada por N = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13}. Para calcular o coe-
ficiente de aglomerac¸a˜o de 13, precisamos encontrar todos os no´s com os quais 13 esta´ conec-
tado, se sa˜o seus vizinhos de primeira ordem, que sa˜o: N = {2, 4, 6, 8, 10, 11, 12}. Com excec¸a˜o
do pro´prio no´ 13, contamos quantas arestas sa˜o formadas no grafo entre os vizinhos de 13:
E = {(8, 11), (6, 10), (6, 11), (6, 12), (10, 2), (2, 12)}. Calculamos quantas arestas sa˜o poss´ıveis
e usando a equac¸a˜o 2.33. (Fonte: [40])
Assim, no´s voltamos a atenc¸a˜o para um certo no´ i de uma rede, que possui
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ki arestas que conectam a ki outros no´s. Se os vizinhos mais pro´ximos do no´ i — ou seja, os
no´s que fazem parte do aglomerado de i — sa˜o ao todo ki no´s, enta˜o teremos ki(ki− 1)/2
arestas poss´ıveis. Assim, a raza˜o entre o nu´mero de arestas que realmente existem entre
os no´s ki da vizinhanc¸a, Ei, e nu´mero total de arestas poss´ıveis, ki(ki − 1)/2, para um
total de ki no´s, resulta no valor do coeficiente de agregac¸a˜o do no´ i [8],
Ci = 2Ei
ki(ki − 1) . (2.33)






onde n e´ o nu´mero total de no´s da rede, e Ci e´ o Coeficiente de Aglomerac¸a˜o do no´ i.
Na Figura (2.5) temos uma rede complexa formada pelos no´s N =
{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13}. Para calcular o coeficiente de aglomerac¸a˜o de 13, por
exemplo, precisamos encontrar todos os no´s com os quais 13 esta´ conectado, ou seja, se sa˜o
seus vizinhos de primeira ordem. Enta˜o os vizinhos de 13 sa˜o: N = {2, 4, 6, 8, 10, 11, 12}.
Com excec¸a˜o do pro´prio no´ 13, contamos quantas arestas sa˜o formadas no grafo entre os
vizinhos de 13: E = {(8, 11), (6, 10), (6, 11), (6, 12), (10, 2), (2, 12)}. Calculamos quantas
arestas sa˜o poss´ıveis e usamos a equac¸a˜o 2.33.
Em redes espaciais, os no´s tendem a se conectar com maior probabilidade
com os no´s mais pro´ximos que com os no´s mais distantes, tal que o valor do coeficiente
de aglomerac¸a˜o e´ alto [39].
O coeficiente de aglomerac¸a˜o depende do nu´mero de triaˆngulos que existem
na rede e pode ser calculado a partir da matriz adjacente, C = 1/6/, Tr(A3). Uma medida







2.5 Medidas de caminhos
Caminho e´ todo conjunto ordenado de no´s tais que os pares de no´s consecu-
tivos esta˜o conectados por uma aresta [3]. Em uma rede direcionada, cada aresta que passa
por um caminho deve ser passada na direc¸a˜o correta. Arestas de redes na˜o-direcionadas,
23
contudo, a aresta pode passar para qualquer direc¸a˜o. Em geral um caminho pode ser in-
terseccionada, ou seja, um no´ pode ser revisitado em algum caminho. Caminho geode´sico
e´ um caso especial onde na˜o existe a intersecc¸a˜o.
O comprimento do caminho e´ o nu´mero de arestas que passa ao longo de
um caminho [3]. Podemos calcular o comprimento lij de cada par de no´s i e j usando
a matriz adjacente A. Se aij = 1, existe uma aresta entre i e j, se aij = 0, na˜o existe
aresta. Ou seja, se aij = 1 existe um caminho direto entre os dois no´s i e j, assim lij = 1.
Contudo, queremos saber para os casos em que na˜o ha´ conexa˜o direta, ou seja, para os
casos em que aij = 0. Se aikakj = 1, enta˜o existe um caminho de comprimento 2 entre i e
































Para a matriz L(r), existira´ caminhos entre i e j, se lij
(r) 6= 0.
2.5.1 Comprimento do menor caminho
O caminho geode´sico, tambe´m chamado de menor caminho, fornece infor-
mac¸o˜es sobre o caminho o´timo em redes complexas. Se o objetivo e´ encontrar o caminho
o´timo para um pacote de dados trafegar pela internet de um computador a outro, o menor
caminho fornece essa informac¸a˜o. Por isso, o menor caminho desempenha uma importante
func¸a˜o na caracterizac¸a˜o da estrutura interna de um grafo [38].
Uma vez que temos uma matriz de adjaceˆncias A (2.3.3), e´ poss´ıvel calcular
a matriz do comprimento do menor caminho L, onde dij e´ o comprimento do menor cami-
nho entre dois no´s i e j quaisquer. Esse comprimento tambe´m e´ chamado de comprimento
da geode´sica, ou seja, e´ a menor soma das distaˆncias entre todos os poss´ıveis caminhos
entre i e j [20, 38]. O valor ma´ximo de dij e´ chamado de diaˆmetro do grafo [38].
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Figura 2.6 - Uma rede complexa formada por N = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13}. Queremos o menor
caminho entre o no´ 8 e o no´ 3. Vemos que ha´ pelo menos 5 caminhos distintos sem revisitac¸a˜o com
comprimento de caminhos l83 = 3, l83 = 3, l83 = 6, l83 = 3 e l83 = 2, ou seja, respectivamente
temos o conjunto de no´s ordenados N = {8, 5, 4, 3},N = {8, 13, 4, 3},N = {8, 9, 1, 2, 13, 11, 3},
N = {8, 13, 11, 3}, N = {8, 11, 3}. De todas as forma distintas de ir de 8 a 3, o caminho
N = {8, 11, 3}, com l83 = 2, e´ o menor caminho pois passa apenas por um no´ intermedia´rio (no´
11) , portanto com d83 = 2. (Fonte: [40])
A Figura (2.6) ilustra um exemplo do conceito de menor caminho. Nela e´
apresentada uma rede complexa formada por N = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13}. Se
queremos encontrar o menor caminho entre o no´ 8 e o no´ 3, devemos procurar pelo menor
conjunto ordenado de no´s que se inicia com o no´ 8 e finaliza com o no´ 3. Vemos que ha´
pelo menos 5 caminhos distintos sem revisitac¸a˜o com comprimento de caminhos l83 = 3,
l83 = 3, l83 = 6, l83 = 3 e l83 = 2, ou seja, respectivamente temos o conjunto de no´s
ordenados N = {8, 5, 4, 3}, N = {8, 13, 4, 3}, N = {8, 9, 1, 2, 13, 11, 3}, N = {8, 13, 11, 3}
e N = {8, 11, 3}. (Embora existam outros caminhos, esses sa˜o suficientes para entender
o conceito.) Todavia, de todas as forma distintas de ir de 8 a 3, o caminho com l83 = 2,
associado a N = {8, 11, 3} e´ o menor caminho para esse par de no´s, pois passa por apenas
um no´ intermedia´rio (no´ 11), portanto com d83 = 2.
O comprimento me´dio do menor caminho, L, e´ um paraˆmetro global da rede,
que mede a separac¸a˜o t´ıpica entre dois no´s de uma rede [46]. Que tambe´m e´ conhecido como
comprimento de caminho caracter´ıstico [38]. O comprimento me´dio do menor caminho esta´
relacionado ao nu´mero me´dio de no´s ao longo do caminho mais curto de todos os pares
poss´ıveis de no´s da rede. Assim, considerando um grafo G com N no´s, onde dij e´ o nu´mero
de arestas entre o par de no´s i e j, definimos dij = 0 quando i = j e quando i na˜o alcanc¸a
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para o comprimento me´dio do menor caminho [20]. O termo n(n − 1)/2 e´ o total de
arranjos poss´ıveis 2 a 2 de um grafo com n no´s. Ressaltamos que o somato´rio devera´ ser
dividido por 2, pois supomos um grafo na˜o direcional, ou seja, L de i a j e´ igual ao L de
j a i.
No entanto, da forma como e´ definido o comprimento me´dio do menor ca-
minho, o resultado diverge. Para evitar essa divergeˆncia, restringe-se a ana´lise apenas aos
pares conectados, ou seja, a apenas ao componente gigante conectado [1].
Em redes reais na˜o direcionadas e´ t´ıpico encontrar um grande componente,
que ocupa mais a rede, em geral, mais da metade e na˜o raramente acima de 90% dela,
enquanto o restante da rede e´ dividido numa grande quantidade de pequenos componen-
tes desconectados. Esse grande componente frequentemente e´ chamado de componente
gigante. Nem sempre o maior componente e´ o componente gigante. Para isso, e´ necessa´rio
que seu tamanho cresc¸a proporcionalmente ao nu´mero de no´s da rede [3].
2.5.2 Coeficiente de intermediac¸a˜o
O coeficiente de intermediac¸a˜o (do ingleˆs, Betweenness) – Bi de um no´ i e´
definido como o nu´mero de menores caminhos entre um par de no´s, j e k que passam
atrave´s do no´ i [43]. Essa quantidade indica qual e´ o no´ mais influente de uma rede, que
na˜o e´ necessariamente o mais popular (com maior grau).
Obviamente, j e k na˜o sa˜o adjacentes, sendo que a conexa˜o entre j e k passa
atrave´s do no´ i. Uma medida da relevaˆncia de um dado no´ pode ser obtida contando-
se o nu´mero de geode´sicas que passam atrave´s do no´ intermedia´rio i, que e´ o no´ de
intermediac¸a˜o [38]. Aqui geode´sica e´ definida como a menor distaˆncia entre os no´s j e
k de um grafo em unidades de comprimento de arestas [47]. E´ o comprimento do menor
caminho djk, do no´ j ao no´ k. Quando um no´ com alto ı´ndice de intermediac¸a˜o e´ removido,








onde σjk e´ o nu´mero de menores caminhos entre os no´s j e k e σjk(i) e´ o nu´mero desse
caminhos que va˜o atrave´s do no´ i [48]. A centralidade de intermediac¸a˜o de um dado no´
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mede a quota de menores caminhos entre no´s que este no´ i intermedeia.
Ale´m disso, existe o conceito de fluxo de intermediac¸a˜o que inclui tanto
contribuic¸o˜es de menor caminho como os demais caminhos que na˜o sa˜o menores caminhos
do grafo [49]. No entanto, esse me´todo acaba mostrando resultados contra-intuitivos em
alguns casos. Newmann oferece, enta˜o, um me´todo alternativo, intermediac¸a˜o da cami-
nhada aleato´ria, no qual, para um dado no´ i a intermediac¸a˜o da caminhada aleato´ria e´
igual ao nu´mero de vezes que a caminhada aleato´ria comec¸a e termina em dois outros
no´s j e k passando pelo no´ i ao longo do caminho [50]. Esse nu´mero de vezes pode ser
considerado a forc¸a do link, de forma que podemos trabalhar com redes ponderadas.
2.6 Medida de Eficieˆncia
2.6.1 Medida de Eficieˆncia Topolo´gica
Os primeiros estudos de eficieˆncia de uma rede sa˜o apresentados no traba-
lho de redes de pequenos mundos (subsec¸a˜o 2.2.1) a partir do ca´lculo de propriedades
local e global da estrutura da rede, ou seja, a partir do coeficiente de aglomerac¸a˜o e do
comprimento me´dio de menor caminho.
Alguns trabalhos desenvolvem estudos de eficieˆncia de rede baseados na
ana´lise do coeficiente de aglomerac¸a˜o C e do comprimento me´dio do menor caminho L
[1, 20, 38, 51, 52].
Uma das te´cnicas interessantes usada para redes ponderadas (possivelmente
na˜o escassas e na˜o conectadas) de medir a eficieˆncia da rede, em vez de obterem medidas
da conectividade entre os no´s da rede analisa a efica´cia a partir do estudo do fluxo entre
os no´s da rede. Tal que a eficieˆncia global e local da rede podem ser analisadas a partir
de grandezas derivadas da medida do menor caminho da rede. Nesse caso, a eficieˆncia na
comunicac¸a˜o entre os no´s i e j e´ inversamente proporcional ao comprimento do menor
caminho, ij = 1/dij ∀ i,j. Se na˜o existe nenhum caminho entre i e j, a eficieˆncia e´ zero,
ij = 0, pois dij = ∞. Portanto, e´ poss´ıvel calcular a eficieˆncia me´dia do grafo G usando













Para normalizar E(G) e´ necessa´rio considerar o caso ideal Gid no qual o grafo G tem
todas as N(N − 1)/2 poss´ıveis arestas. Situac¸a˜o em que a informac¸a˜o se propagaria pelo








Nesse formalismo, a definic¸a˜o de redes de pequenos mundos e´ dada pelo
valor de E tal que a equac¸a˜o da eficieˆncia global e´ dada pela equac¸a˜o 2.41, E = Eglob. E
se E for definido para um grafo desconectado, e´ poss´ıvel calcular as caracter´ısticas locais






A ideia e´ parecida e´ calcular a eficieˆncia para cada subgrafo formado pelos vizinhos do
no´ i tal como e´ feito para o coeficiente de aglomerac¸a˜o C, ou seja, excluindo o pro´prio
no´ i do subgrafo Gi. A medida de Eloc revela o quanto o sistema e´ tolerante a falhas e,
portanto, mostra o quanto e´ eficiente a comunicac¸a˜o entre os integrantes da vizinhanc¸a
do no´ i, quando este e´ removido [20].
2.6.2 Medida de Robustez Topolo´gica
Um sistema pode sofrer falhas e mesmo assim ainda continuar eficiente?
Mesmo que na˜o pensemos em algo ta˜o tra´gico como um ataque terrorista [21], sera´ poss´ıvel
alterar a estrutura da rede de forma intencional e previs´ıvel e ainda manter o ı´ndice
de eficieˆncia da rede? Latora [21] desenvolve uma te´cnica de detecc¸a˜o de no´s cruciais
para o funcionamento eficaz da rede. Usando como exemplo as redes de comunicac¸a˜o e
de terrorismo, tal que seja poss´ıvel proteger a rede de comunicac¸a˜o a ataques e ainda
encontrar o terrorista chave para romper a rede organizada de terrorismo. Ou seja, a
partir de algum elemento topogra´fico que provoque a desconectividade da rede, comparar
a eficieˆncia dela apo´s a remoc¸a˜o de no´s e/ou arestas.
A remoc¸a˜o de no´s ou arestas pode implicar em mal funcionamento de uma
rede uma vez que pode vir a gerar a desconexa˜o dos no´s da rede, ou ainda deixar os
caminhos mais longos. Se observarmos a definic¸a˜o de eficieˆncia tal como dado pela equac¸a˜o
2.41, para uma informac¸a˜o se propagar entre dois no´s quaisquer i e j pode ser dificultada
na auseˆncia de um no´ ou aresta que os conecte.
Outros estudos verificam que ha´ uma forte correlac¸a˜o entre topologia e
robustez da rede [8, 18]. A toleraˆncia a falhas ou a ataques e´ investigada em redes de
energia [53], redes de internet [18, 53], redes de transporte [54, 55, 19, 56] e outras citadas
acima.
Outros, ainda, estudam uma maneira de deixar uma rede mais robusta ou
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mais fra´gil propondo algumas alterac¸o˜es na estrutura da rede [57], que mitiguem os efeitos
de ataques maliciosos a redes reais. Schneider e outros [53] chamam a atenc¸a˜o para a
melhoria na robustez de uma rede a partir de intervenc¸o˜es mı´nimas, mas que resulte em
maior resisteˆncia a ataques. Eles atentam para o fato que reestruturac¸a˜o de redes reais esta´
limitada ao valor dos custos dessa melhoria e ainda a operac¸a˜o do sistema. E portanto,
sugerem uma reestruturac¸a˜o a partir de reconexo˜es das arestas, mantendo o nu´mero de
no´s e o nu´mero de arestas constantes. Comparando-se as duas redes e verificar qual o
ganho na robustez que a reconexa˜o tera´ produzido. Isso tudo feito levando-se em conta






onde N e´ o nu´mero de no´s na rede e s(Q) e´ a frac¸a˜o de no´s na aglomerac¸a˜o mais conectada
depois da remoc¸a˜o de Q = qn no´s. O fator de normalizac¸a˜o 1/n assegura que a robustez
da rede com diferentes tamanhos possam ser comparados. O intervalo de poss´ıveis valores
de R e´ 1/n e 0.5, que correspondem a rede estrela e uma rede totalmente conectada.
A remoc¸a˜o de no´s ou arestas para simular um ataque pode ser feita de
va´rias maneiras: elegendo os no´s aleatoriamente ou seguindo uma tipo de remoc¸a˜o es-
trate´gica, por exemplo, a partir de uma ordem decrescente dos no´s com maior grau. Ou
seja, submete-se a rede a teste de stress e observa-se o seu comportamento. Existem duas
formas de fazer isso: 1) por meio de erros, cujas falhas sa˜o submetidas aos componentes
escolhidos aleatoriamente. 2) por meio de ataques, cujas falhas sa˜o submetidas aos com-
ponentes que desempenham um papel importante no sistema [34]. Assim, redes sem escala
sa˜o mais robustas que as redes aleato´rias quando se trata de ataques aleato´rios, contudo,
sa˜o mais vulnera´veis a ataques estrate´gicos [53].
2.6.3 Medida de Dissimilaridade
Chamada de dissimilaridade, essa me´trica e´ capaz de identificar e quantificar
as diferenc¸as topolo´gicas entre grafos. A ideia principal para medir a dissimilaridade de
dois grafos e´ associar a cada estrutura um conjunto de func¸o˜es de distribuic¸a˜o de probabi-
lidade, representando todas as distaˆncias de conectividade de cada no´, e compara´-las, por
me´tricas padronizadas de informac¸a˜o. Esse me´todo pode ser empregado tanto em redes
contendo arestas direcionadas ou na˜o direcionadas. A medida da dissimilaridade pode ser
usada para caracterizar a evoluc¸a˜o dos sistemas dinaˆmicos, podendo identificar a regia˜o
do pequeno mundo no processo Watts-Strogatz (WS) e transic¸o˜es de fase em evoluc¸a˜o
da rede Erdo¨s-Re´nyi (ER). E ainda,em redes reais, pode avalia qua˜o bom e´ o ajuste de
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modelos de rede e pode preveˆ suas probabilidades cr´ıticas de percolac¸a˜o [58].
Calcula-se a medida de dissimilaridade entre redes (D), que captura as di-



















onde N e M e´ do tamanho de G e G′, respectivamente, e Gc indica o complemento de G.






onde J (P1, ...,PN) =
∑
i,j
pi(j) log(pi(j)/µj) e µ = (
∑
i=j
pi(j))/N sendo a divergeˆncia
Jensen-Shannon e a me´dia da distribuic¸a˜o N, respectivamente.
Assim, o primeiro termo compara os padro˜es de conectividade dos no´s, que
corresponde a` distaˆncia de distribuic¸a˜o de grafos. Tal que grafos que compartilham a
mesma distaˆncia de distribuic¸a˜o apresenta o mesmo diaˆmetro, comprimento de caminho
me´dio e outras propriedades de conetividade. Ja´ o segundo termo analisa a heteroge-
neidade dos no´s. Grafos apresentam o mesmo NND sa˜o grafos que tem o mesmo perfil
de distaˆncia de conectividade. E o terceiro termo considera a centralidade de cada no´,
contando-se a extensa˜o de conectividade direta e indireta de cada no´.
E portanto, D(G,G′) identifica e quantifica diferentes propriedades topolo´-
gicas estruturais, que afetam o fluxo de informac¸a˜o atrave´s das redes e pode ser usado




Como dito anteriormente, as redes de transporte entram no grupo de redes
tecnolo´gicas, juntamente com redes de distribuic¸a˜o, redes de internet, redes de telefonia,
redes de energia e outras. Apesar de na˜o ser um agrupamento r´ıgido, percebe-se que ha´
semelhanc¸as nesses sistemas: em todas as redes citadas ha´ transporte de algo de um lugar
a outro, por exemplo.
Vemos tambe´m que a classificac¸a˜o de redes de transporte de forma mais
ampla engloba redes de comunicac¸a˜o, neural, ele´trica, carga e pessoas [39]. E ainda, sa˜o
consideradas redes espaciais por terem sua topologia associada a` distaˆncia.
Estudos de redes de transporte de pessoas e de cargas remetem aos anos de
1960 e 1970, sobretudo realizados por geo´grafos. A pesquisa focava nos aspectos econoˆ-
micos e de estruturas f´ısicas de estradas e trilhos [3]. Todavia, estudos mais recentes em
redes ae´rea [27, 31, 59, 60, 61], terrestres [62, 63, 64, 33, 65, 66, 67, 68, 48] ou mar´ıtima
[69] usam uma nova ana´lise de redes onde os no´s representam localidades geogra´ficas e as
arestas representam as rotas entre os locais [3].
No estudo de redes ae´rea, onde os no´s representam os aeroportos e as ares-
tas, a conexa˜o sem paradas, Amaral e outros [27] mostram que os resultados emp´ıricos da
distribuic¸a˜o de cargas e de passageiros dos maiores aeroportos do mundo e´ uma rede de
pequeno mundo, onde dois aeroportos sa˜o conectados diretamente, ou quando na˜o conec-
tados por voos diretos, sa˜o conectados por meio de voos em conexa˜o, tal que a conexa˜o e´
realizada em um aeroporto ou no ma´ximo em ate´ quatro aeroportos. Isso significa que a
distaˆncia ma´xima entre dois no´s da rede de aeroportos e´ de 5 arestas.
Redes de transporte terrestre sa˜o analisadas como exemplos de redes reais
para se estudar a eficieˆncia, as propriedades de redes de mundos pequenos, a distribuic¸a˜o
do grau do no´, entre outras propriedades de topologia de rede. Foram realizados estudos
da eficieˆncia da rede metrovia´ria de Boston, onde cada estac¸a˜o foi definida como no´ e cada
tu´nel, como aresta e introduzida a metodologia de medida de eficieˆncia global e local a
partir do valor da medida de menor caminho [20, 62]. Posteriormente, foram realizados
estudos das propriedades de redes de pequenos mundos na rede de trem da I´ndia, onde
cada estac¸a˜o era definida um no´ e a existem de uma parada por pelo menos um trem em
duas estac¸o˜es definida como aresta entre elas [63].
Um outro trabalho que se destacou na investigac¸a˜o emp´ırica de redes de
31
transporte foi realizado na Poloˆnia [64], onde foram observadas que, independente do
tamanho das redes de transporte pu´blico das 22 cidade polonesas, a distribuic¸a˜o do grau
seguia uma lei de poteˆncia ou uma func¸a˜o exponencial. Outras propriedades da topologia
de rede tambe´m foram investigadas, tais como coeficiente de aglomerac¸a˜o, intermediac¸a˜o e
outros. Nesse caso, os autores definem dois tipos de redes, a rede espac¸o-L e a rede espac¸o-
P , seguindo de forma geral a mesma construc¸a˜o feita em [63]. Eles encontram distribuic¸a˜o
do grau em lei de poteˆncia para as redes espac¸o-L e exponencial para as redes espac¸o-P .
Embora a definic¸a˜o de no´ como estac¸o˜es seja clara nos trabalhos precedentes, a definic¸a˜o
das arestas na˜o era consensual. Sendo que a definic¸a˜o da aresta da rede como sendo a
existeˆncia de pelo menos uma rota de oˆnibus, trem ou outro modal, descrito pela primeira
vez naquele trabalho.
Um trabalho comparando va´rios PTNs de va´rias cidades do mundo mostrou
que a distribuic¸a˜o do grau poderia ser em Lei de Poteˆncia ou em Exponencial, no entanto,
o modelo usado na˜o diferencia a topologia de va´rios tipos de transporte. De modo que
para algumas cidades sa˜o usados dados de transporte de oˆnibus somente, para outras, os
dados de transporte de metroˆ, oˆnibus e trem, por exemplo [48].
Estudos de redes de fluxo de tra´fego e ana´lises topolo´gicas de sistemas de
transporte tambe´m foram bastante estudados em [33], onde Kurant e Thiran desenvolvem
a ana´lise usando tabela de hora´rios para gerar treˆs diferentes espac¸os: espac¸o de transfe-
reˆncias, espac¸o de paradas e espac¸o de estac¸o˜es. O espac¸o de transfereˆncias se assemelha
com o espac¸o-P e o espac¸o de estac¸o˜es, com o espac¸o-L. O modelo define para o espac¸o
de transfereˆncias que todo trem e´ um subgrafo e o nu´mero de subgrafos e´ definido como
um peso da aresta. E´ gerado uma rede em multicamadas [28], onde a estrutura f´ısica e o
fluxo sa˜o camadas distintas.
Nosso trabalho se restringe ao estudo emp´ırico de redes de transporte ur-
bano, que aceitamos como sendo um subgrupo de redes de transporte, inserido no contexto
de redes espaciais.
3.1 Redes de Transporte Pu´blico
Redes Transporte pu´blico sa˜o sistemas em que as rotas e os hora´rios de
viagens sa˜o fixos, dispon´ıveis para serem usados por qualquer pessoa que pagar a tarifa
estabelecida. Os modelos mais comuns sa˜o realizados por trem, oˆnibus e metroˆ.
Uma das redes reais estudadas pela Teoria de Redes Complexas e´ a Rede de
Transporte Pu´blico, ou PTN, do ingleˆs, Public Transport Network. A Figura (3.1) mostra
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Figura 3.1 - Rede de Transporte Pu´blico formada por 3 rotas (r1, r2, r3) e 12 estac¸o˜es/pontos de paradas
(s1, s2, s3, s4, s5, s6, s7, s8, s9, s10, s11, s12), sendo o s3 a estac¸a˜o de transfereˆncia entre as rotas
r1 e r2 e as estac¸o˜es s6 e s7, entre das rotas r1 e r3.
um exemplo simples de um sistema de transporte constitu´ıdo por 3 rotas (r1, r2, r3) e 12
estac¸o˜es/pontos de paradas (s1, s2, s3, s4, s5, s6, s7, s8, s9, s10, s11, s12), sendo o s3 a estac¸a˜o
de transfereˆncia entre as rotas r1 e r2 e as estac¸o˜es s6 e s7, entre das rotas r1 e r3.
Em geral sa˜o realizadas ana´lises emp´ıricas, simulac¸o˜es e abordagens teo´ricas
para descrever essas redes [62, 63, 64, 33, 65, 66, 67, 68, 48, 70, 71]. Em grande parte,
o objetivo e´ encontrar alguma caracter´ıstica de eficieˆncia e a robustez por meio de ana´-
lises das propriedades de redes complexas, tais como: grau de centralidade, coeficiente
de aglomerac¸a˜o, comprimento do menor caminho me´dio, coeficiente de intermediac¸a˜o e
outras.
Sa˜o abordados va´rios tipos de sistemas de transportes: de oˆnibus [65, 67, 66,
68, 64], trem [64], metroˆ [20, 62] etc. Para estudos de PTNs sa˜o geralmente constru´ıdos
quatro tipos de redes: espaco-L, espac¸o-P , espac¸o-C e espac¸o-B [63, 64, 65, 66, 48]. A
Figura (3.2) demonstra como essas redes podem ser constru´ıdas a partir do sistema de
transporte da ilustrada na Figura (3.1).
• espac¸o-P : Nessa rede as estac¸o˜es representam os no´s e as arestas sa˜o representa-
das pela existeˆncia de rotas que passam em duas estac¸o˜es [63, 64, 33, 65]. Nesse
caso, um no´ e´ vizinho de primeira ordem de outro se esse outro for atendido
por pelo menos uma rota que passa pelo primeiro no´. Ou seja, tanto faz se a
estac¸a˜o e´ a seguinte na via ou se e´ a u´ltima de uma rota (um terminal, por exem-
plo), ambos sa˜o considerados primeiros vizinhos do no´ analisado. Assim, todas
as estac¸o˜es que sa˜o atendidas por uma determinada rota sera˜o no´s vizinhos de
primeira ordem um do outro.
• espac¸o-L: Nesse tipo de rede, as estac¸o˜es sa˜o no´s e as rotas sa˜o as arestas.
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(a) Espac¸o-P (b) Espac¸o-L
(c) Espac¸o-C (d) Espac¸o-B
Figura 3.2 - Ilustrac¸a˜o dos tipos de redes PTN – Public Transport Network que sa˜o geradas a partir de um
sistema de transporte: espac¸o-P , espac¸o-L, espac¸o-C e espac¸o-B.
Contudo, um no´ j so´ sera´ vizinho do no´ i se o j for sucessivo ao no´ i na rota
[64, 33, 65].
• espac¸o-C: Para essa rede as definic¸o˜es sa˜o opostas das definidas para o espac¸o-P .
Nesse caso, as rotas representam os no´s. Se duas rotas passam por pelo menos
uma estac¸a˜o em comum, enta˜o existe aresta entre esse par de rotas [65, 68].
• espac¸o-B: essa e´ uma rede bipartida que foi concebida na ana´lise de redes do
sistema de transportes da China [65, 68]. Tanto rotas quanto estac¸o˜es sa˜o no´s da
rede. Um no´ tipo rota so´ tera´ aresta com um no´ tipo estac¸a˜o, se a rota atende
a essa estac¸a˜o.
Tal como qualquer outro tipo de redes, e´ usada a matriz adjacente para
ana´lise de cada uma dessas redes.
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3.2 Grau do no´ em PTN
O grau do no´ leva a definic¸a˜o padra˜o,no entanto, muitas vezes e´ chamado
de grau de conectividade do no´, iremos usar o termo conectividade a partir daqui por ter
mais significado pra´tico em redes de transportes. De modo que, valor de ki e´ o nu´mero de
no´s conectados ao no´ i.
Para cada tipo de rede, o grau de conectividade do no´ possui uma interpre-
tac¸a˜o particular em redes de transportes. No caso do espac¸o-P , o grau de conectividade
do no´ e´ a quantidade de estac¸o˜es que um passageiro pode acessar a partir da estac¸a˜o i
usando uma u´nica rota sem necessidade de transbordo. Essa rede e´ importante para a
ana´lise das estac¸o˜es centrais de um PTN, por meio da ana´lise da distribuic¸a˜o do grau de
conectividade do no´ podemos verificar se e´ uma rede sem escala ou de pequeno mundo e,
a partir disso, verificar a robustez do sistema. Na pra´tica, o grau de conectividade podem
auxiliar na escolha da melhor estac¸a˜o para um sistema de transporte integrado. Podemos
escolher estac¸o˜es com maior grau para servir de estac¸a˜o central de uma cidade.
No caso da rede espac¸o-C, e´ a quantidade de rotas com as quais uma rota
pode conectar, como definido anteriormente, duas rotas se conectam, se e somente se,
houver pelo menos uma estac¸a˜o/ponto de parada comum a`s duas rotas. A ideia e´ descobrir
se existem rotas isoladas, se o ki = 0 significa que na˜o ha´ nenhuma estac¸a˜o pertencente a i
que e´ atendida por outra rota. Assim, os passageiros dessa rota na˜o podera˜o acessar outra
estac¸a˜o sena˜o aquelas que pertencem a` rota. Ale´m disso, a medida de grau de conectividade
do no´ de uma rede espac¸o-C informa se poss´ıvel acessar uma determinada regia˜o usando
duas rotas, r1 e depois r2. O grau do no´, portanto, e´ o nu´mero de rotas com os quais a
rota analisada pode cruzar. Procedendo-se com a ana´lise do grau de conectividade do no´
dessa rede, podemos observar se uma rota e´ muito parecida com outra, se o no´ dessa rede
espac¸o-C tem um grau grande, sugere que essa rota conecta bastante com as outras rotas
existente. Assim, um passageiro que tenha que se decidir se utiliza uma rota ri ou uma
rota rj para tomar outra rota rh, ele pode se decidir em tomar aquela rota com o maior
grau, visto que a probabilidade desse passageiro conseguir tomar outra rota e´ maior para
o caso de rotas com maior grau.
Em redes do tipo espac¸o-L, ki representa o nu´mero de estac¸o˜es sequencial-
mente anteriores e posteriores a` estac¸a˜o i. Em geral, uma estac¸a˜o tem grau ki = 2, pois i
e´ conectado com a estac¸a˜o imediatamente anterior e imediatamente posterior. Contudo,
se tratando de uma estac¸a˜o central que possui acesso a va´rias rotas, o grau de conecti-
vidade sera´ ki > 2. Essa quantidade, pode auxiliar na decisa˜o de se escolher as estac¸o˜es
hub (que sa˜o as estac¸o˜es conectadas com muitas outras [31]), juntamente com o grau de
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conectividade do espac¸o-C. A partir dessa medida e´ poss´ıvel se verificar qual estac¸a˜o esta´
pro´ximo a uma bifurcac¸a˜o de rotas. Muitas vezes duas ou treˆs rotas atendem um conjunto
de estac¸o˜es em comum por algum pedac¸o de trecho e se bifurcam em algum ponto. Se o
grau de conectividade for ki > 2, certamente i sera´ uma bifurcac¸a˜o, a u´ltima estac¸a˜o para
transbordo entre duas rotas.
O ca´lculo do grau e´ realizado tal como exposto subsec¸a˜o 2.4.1. Incluindo os
conceitos grau para redes direcionadas e ponderadas.
3.3 Comprimento do menor caminho em PTN
O significado do comprimento me´dio do menor caminho em redes reais de
PTN e´ diferente para cada tipo de rede. Para a rede espac¸o-P , o L conta o nu´mero me´dio
de transfereˆncias que tem de ser feitas numa viagem entre duas estac¸o˜es quaisquer, que
chamamos de estac¸o˜es de transbordo. Na rede espac¸o-P todas as estac¸o˜es que pertencem
a uma rota sa˜o vizinhos de primeira ordem um do outro. Significa dizer que na˜o ha´
necessidade de transbordo para se acessar qualquer no´ j pertencente a rota a partir do no´
i tambe´m pertencente a mesma rota. Assim, a distaˆncia dij para todos os no´s da rota e´
dij = 1, ou seja, um transbordo. No entanto, quando dois no´s i e j quaisquer do espac¸o-P
na˜o se conectam por meio de uma u´nica rota, devemos descobrir se por meio de um no´
intermedia´rio t esta conexa˜o e´ poss´ıvel. Ou seja, se existem as arestas (i, t) e (t, j), enta˜o i
e j sa˜o vizinhos de segunda ordem um do outro e teremos a necessidade de um transbordo.
Usando a rede espac¸o-L, o comprimento me´dio do menor caminho L revela
o nu´mero de estac¸o˜es pelas quais e´ necessa´rio passar antes de chegar ao no´ de destino. Ou
seja, representa o tamanho das rotas em nu´mero de estac¸o˜es que uma PTN possui.
Ja´ na rede espac¸o-C, se o comprimento dij = 1 significa que duas rotas sa˜o
conectadas por ao menos uma estac¸a˜o, se dij = 2 significa que e´ necessa´rio se utilizar uma
outra rota t que conecte a rota i e j.
3.3.1 Topologia de PTN integrada
Usamos as caracter´ısticas de redes de pequenos mundos para encontrarmos
respostas sobre a tarifac¸a˜o u´nica do sistema em ocasia˜o de um sistema integrado f´ısica
e tecnologicamente. A questa˜o era sobre a quantidade ma´xima de viagens que seria per-
mitida para uma u´nica tarifa, caso na˜o houvesse uma rota direta entre dois pontos de
paradas. Criamos um algoritmo para o ca´lculo da matriz de transbordo usando as ideias
de comprimento do menor caminho das redes de pequenos mundo se calculamos o nu´mero
ma´ximo de utilizac¸a˜o de rotas, ou o nu´mero ma´ximo de transbordos que um passageiro
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necessita realizar para acessar qualquer estac¸a˜o do Distrito Federal.
(a) (b)
Figura 3.3 - 3.3(a): Rede de oˆnibus formada por 3 rotas (r1, r2, r3) e 4 estac¸o˜es (s1, s2, s3, s4); 3.3(b): Rede
espac¸o-P ; Esquema ilustrativo de uma rede de oˆnibus espac¸o-P para o ca´lculo do menor caminho.
Usamos a matriz adjacente do espac¸o-P para encontrar a matriz de trans-
bordo T do PTN. A rede espac¸o-P e´ uma rede simples, ou seja, na˜o ha´ autoarestas e nem
multiarestas. Ale´m disso, representamos como uma rede na˜o direcional, de modo que a
matriz adjacente seja sime´trica. Assim, a matriz adjacente A e´ formada por elementos
{aij} com valor aij = 1 quando existir uma rota entre os no´s i e j e aij = 0 para os
elementos da diagonal e quando na˜o existir rota entre os no´s. Portanto, para o exemplo
da Figura (3.3), temos:
A =

0 1 0 0
1 0 1 0
0 1 0 1
0 0 1 0
 I =

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

Queremos saber se existe um caminho entre i e j. Assumimos a partir de
agora que existira˜o autoarestas, assim, somamos a matriz identidade I, que e´ ATA.
A1 = A + I =

1 1 0 0
1 1 1 0
0 1 1 1
0 0 1 1
 L =

0 1 ? ?
1 0 1 ?
? 1 0 1
? ? 1 0

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Se a1ij = 1 significa que ha´ um caminho entre i e j e preenchemos a matriz de
transbordo T com valor tij = 1. Se a1ij = 0, teremos que encontrar um no´ intermedia´rios
u em que exista um caminho, tal que aiu = 1 e auj = 1, isto e´, que aiu seja igual a
um e auj tambe´m seja igual a um, e que a estac¸a˜o u esteja presente em alguma rota na
qual pertence a estac¸a˜o i ao passo que u esteja presente tambe´m em alguma rota na qual
pertence a estac¸a˜o j.
A2 = A1 ×A1 =

2 2 1 0
2 3 2 1
1 2 3 2
0 1 2 2
 L =

0 1 2 ?
1 0 1 2
2 1 0 1
? 2 1 0

Na matriz A2 = A1×A1 observamos apenas os elementos da posic¸a˜o a2ij = 1
para i e j em que a1ij = 0. E enta˜o preenchemos a matriz T com o elemento tij = 2. Se
ainda restarem a2ij = 0 teremos que proceder novamente com a busca de um novo no´
intermedia´rio tal que aiu, auv e avj existam.
A3 = A2 ×A1 =

4 5 3 1
5 7 6 3
3 6 7 5
1 3 5 4
 L =

0 1 2 3
1 0 1 2
2 1 0 1
3 2 1 0

E feito isso, preenchemos a matriz L com o valor 3 nos elementos da posic¸a˜o
i e j em que a3ij = 1. E seguimos a implementac¸a˜o dessa rotina ate´ que na˜o sobrem mais
nenhum elemento da matriz An com valor igual a zero. Percebemos que a multiplicac¸a˜o
inicial pela matriz identidade e´ fundamental para o algoritmo pois evita o aparecimento de
novos valores de zero na matriz An, devido ao valores iguais a zero da diagonal principal
da matriz de adjaceˆncias.




0 0 1 2
0 0 0 1
1 0 0 0
2 1 0 0

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tal que tij e´ o nu´mero de transbordos entre as estac¸o˜es i e j, ou seja e´ o nu´mero de trans-
fereˆncias entre rotas. A matriz de menor caminho, significa o nu´mero de rotas necessa´rias
para se ir de i a j.
3.4 Coeficiente de aglomerac¸a˜o em PTN
Em uma rede de transporte pu´blico e´ frequente a necessidade de se alterar
as rotas da rede para atender a novas demandas seja devido ao crescimento da cidade,
seja devido a` construc¸a˜o de um novo shopping center. Da mesma forma, com o passar do
tempo, a demanda de uma rota ja´ existente pode diminuir, seja por causa da desativac¸a˜o
de uma fa´brica, ou ainda, por construc¸a˜o de uma nova via de acesso mais curta. Essa
cont´ınua necessidade de alterar o PTN passa por um processo de desativac¸a˜o de rotas
e/ou a criac¸a˜o de nova rotas. Ale´m de se buscar a cont´ınua melhora no sistema para se
diminuir os custos da operac¸a˜o do sistema, isso quer dizer que, duas rotas podem ser
acopladas em uma u´nica rota se isso for economicamente mais via´vel ou ainda uma rota
pode ser separada em outras duas.
Nesse contexto, como o estudo de propriedades de centralidade em redes
complexas poderia auxiliar na tomada de decisa˜o quanto a ativac¸a˜o ou desativac¸a˜o de uma
rota? O coeficiente de aglomerac¸a˜o da rede bipartida espac¸o-B pode auxiliar a avaliar se
provocara´ ou na˜o preju´ızo ao PTN a desativac¸a˜o de uma rota espec´ıfica. Verificando-se o
coeficiente de aglomerac¸a˜o dos no´s tipo rota, se o coeficiente for zero, significa que a rota
analisada e´ a u´nica que atende ao conjunto de estac¸o˜es da rota. O resultado revela que
na˜o ha´ nenhuma outra rota que os conecte sena˜o a pro´pria rota analisada.
Da mesma forma, se o coeficiente de aglomerac¸a˜o for igual a 1 (um) ou
pro´ximo de 1 (um), certamente aquela rota analisada na˜o fara´ falta para conectar as
estac¸o˜es que atende a rota.
3.5 Coeficiente de intermediac¸a˜o em PTN
Para redes PTN, o coeficiente de intermediac¸a˜o (betweeness) Bi mensura
a importaˆncia de um no´ com respeito a` conectividade entre os outros no´s da rede [48].
Para a rede espac¸o-P , o coeficiente de intermediac¸a˜o indicara´ qua˜o importante e´ o no´
(estac¸a˜o) analisado para se manter um sistema de transporte integrado. Quanto maior o
coeficiente, maior e´ sua importaˆncia para a integrac¸a˜o. Se o coeficiente de intermediac¸a˜o
desse no´ for alto significa que e´ um no´ muito servido pelo transporte quando ha´ necessidade
de transbordo. Pois nesse caso, a conexa˜o direta entre os no´s j e k na˜o sa˜o contados, mas
apenas aquelas que necessitam de uma integrac¸a˜o, ou seja, os no´s k e j so´ se conectam se
39
necessariamente passar pelo no´ i. A medida do coeficiente de intermediac¸a˜o de i verificara´
a sua importaˆncia para a conexa˜o de todos os no´s da rede. E´ poss´ıvel, por essa medida
decidir qual no´ (estac¸a˜o) poderia, portanto, ser melhor para a construc¸a˜o de um terminal
de integrac¸a˜o, pois sera´ uma estac¸a˜o com muito embarque e desembarque.
3.6 Robustez em PTN
Em redes PTN e´ necessa´rio prever falhas na operac¸a˜o do sistema e tentar
mitigar os poss´ıveis danos. Uma via congestionada provocada por algum acidente de traˆn-
sito, um bloqueio de via por causa de alguma manifestac¸a˜o ou ainda por motivos de forc¸as
da natureza, como uma enchente, sa˜o fatores que podem impedir o fluxo do transporte
de passageiros. No modelo de redes complexas, podemos estudar esses casos como sendo
uma retirada de ve´rtices ou arestas. Na rede espac¸o-P a retirada de um no´ significa que
aquela estac¸a˜o na˜o esta´ mais acess´ıvel. Teremos enta˜o uma nova rede com N − 1 no´s. A
ana´lise da robustez indica quanto uma rede pode sofrer falhas e ainda assim manter um
mı´nimo de eficieˆncia.
Da mesma forma, quando uma linha na˜o estiver mais em operac¸a˜o, por
motivos diversos, seja por na˜o possuir demanda que justifique os custos da operac¸a˜o, seja
por motivos de quebra de ve´ıculo, e´ poss´ıvel analisar qual o impacto que esses tipos de
eventualidades pode prejudicar toda a rede de transporte. Nesse caso, podemos analisar a
robustez da rede espac¸o-C, cujos as rotas do sistema PTN sa˜o representadas por ve´rtices.
Assim, a ana´lise da robustez das redes espac¸o-P e espac¸o-C podem informar
o n´ıvel de eficieˆncia do fluxo da rede, mesmo que ela sofra algum tipo de falha. O quanto
essas falhas podem provocar o isolamento de uma ou mais regio˜es faz parte do que pode
ser investigado por esse me´todo.
No entanto, caracter´ısticas geogra´ficas podem provocar alterac¸o˜es na robus-
tez da rede, tal que a investigac¸a˜o da rede espac¸o-L torna-se necessa´ria.
3.7 Estudo de caso: Transporte Urbano do Distrito Federal
Em 2010 foi realizado um estudo da rede de oˆnibus urbano do Distrito
Federal, Figura (3.4). Mapeamos 3.438 estac¸o˜es, Figura (3.4(a)), dos quais usamos apenas
3.272 estac¸o˜es do componente gigante, e 856 rotas, Figura (3.4(b)). Constru´ımos as treˆs
redes PTN: espac¸o-P , espac¸o-C e espac¸o-B. Na e´poca a falta de dados do sistema de
transporte impossibilitou a construc¸a˜o da rede espac¸o-L, cujos no´s sa˜o estac¸o˜es sequenciais
das rotas [40]. Foram verificadas as propriedades de centralidade, tais como o grau de
conectividade do no´ e analisadas as distribuic¸o˜es da conectividade das redes.
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(a) Mapa de estac¸o˜es/pontos de paradas de oˆnibus (b) Mapa das rotas de oˆnibus
Figura 3.4 - Dados mapeados no Google Earth para gerac¸a˜o das redes espac¸o-P , espac¸o-C e espac¸o-B.
(Fonte: [40])
Em 2009 discutia-se a implantac¸a˜o do sistema de tarifa u´nica para o sistema
de transporte urbano do DF. O Plano Diretor de Transporte Urbano - PDTU [72] previa a
necessidade de implantac¸a˜o de um sistema integrado, f´ısica e tecnologicamente. A integra-
c¸a˜o f´ısica possibilitaria que um passageiro pudesse utilizar duas ou mais rotas como se fosse
uma u´nica viagem. Para isso, seria necessa´ria tambe´m uma integrac¸a˜o tecnolo´gica, cujo
intuito seria uma integrac¸a˜o tarifa´ria, ou seja, a exemplo de grandes cidades pelo mundo,
com um u´nico bilhete/carta˜o, o passageiro poderia realizar transbordos/transfereˆncias
afim de chegar ao seu destino.
A du´vida consistia em determinar qual seria a quantidade ma´xima de trans-
bordos para o DF, ou seja, quantas rotas diferentes seriam necessa´rias para um passageiro
conseguir sair de qualquer lugar do DF e chegar a qualquer outro dentro do DF, de modo
que todo o sistema de oˆnibus pudesse estar conectado. Uma questa˜o muito simples de se
responder com o modelo de redes complexas a partir da ana´lise da topologia de uma rede
PTN, usando o me´todo derivado do ca´lculo do menor caminho da rede espac¸o-P , descrito
na Subsec¸a˜o 3.3.1.
Assim, usando a matriz de Transbordo, T , aplicada ao sistema inteiro, ob-
tivemos o valor de ma´ximo de 3 transbordos para todo o DF, E, portanto, para acessar
qualquer estac¸a˜o a partir de outro seriam necessa´rios no ma´ximo o uso de 4 rotas diferentes
para o sistema PTN de oˆnibus do DF [40].
Todavia, e´ importante salientar que a efetiva possibilidade de transfereˆncia
entre rotas so´ e´ poss´ıvel levando-se em conta os hora´rios das viagens de cada rota. Se
um passageiro necessita tomar duas rotas para chegar a seu destino, saindo de i para j,
realizando um transbordo em t, necessariamente. O hora´rio da viagem da segunda rota
no ponto de paradas t na˜o deve ser anterior ao hora´rio que a primeira rota, vindo de i a t
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chegue a t. Caso contra´rio, o passageiro na˜o poderia realizar o transbordo. Esse estudo de
transbordo na˜o possui informac¸o˜es sobre viagens, ta˜o somente de rotas e estac¸o˜es/pontos
de paradas.
Ale´m disso, realizamos um estudo de redes de pequenos mundos, com o
propo´sito de averiguar se a rede de transporte urbano do DF poderia se enquadrar nessas
classes de redes. Para isso usamos a rede espac¸o-P , calculamos o comprimento me´dio do
menor caminho e o coeficiente de aglomerac¸a˜o, propriedades de redes de mundo pequenos.
Obtivemos L/L0 ∼= 0.23 e C/C0 ∼= 0.96, sugerindo que a rede espac¸o-P do PTN de oˆnibus
do DF seja uma rede de pequenos mundos[40].
Em resumo, vimos que comprimento de menor caminho da rede espac¸o-P
significa na pra´tica o nu´mero de transfereˆncias ou transbordos que um passageiro deve
fazer para ir de um ponto de paradas a outro. Isso porque nessa representac¸a˜o todos os
pontos de paradas de uma rota sa˜o no´s vizinhos de primeira ordem um do outro. E vimos
que a matriz de adjaceˆncias para esse caso e´ bina´rio, 1 para no´s conectados e 0 para no´s
na˜o conectados. Nesse caso, no´s vizinhos de segunda ordem representam pontos de paradas
que na˜o esta˜o conectados diretamente, mas necessitam de um outro no´ intermedia´rio para
a conexa˜o, que na pra´tica significa que sera´ necessa´ria a utilizac¸a˜o de duas rotas que
tenham pelo menos um ponto de paradas em comum.
3.7.1 Grau do no´ da rede espac¸o-B
Apo´s a obtenc¸a˜o do grau do no´ de cada no´ dessas redes, observamos a a
frequeˆncia com o qual cada valor de ki = k se repete, ou seja, contamos quantos no´s teˆm
o mesmo grau k. Assim, obtivemos a seguinte distribuic¸a˜o do grau para o Sistema de
Transporte Urbano do DF, Figura (3.5(a)).
Foi obtida uma distribuic¸a˜o do grau do no´ do espac¸o-B, Figura (3.5), que
parece seguir um decaimento de Lei de poteˆncia. Que e´ um comportamento observado
em muitas redes reais. Tendo, portanto, ind´ıcios de que seja uma rede sem escala. Assim,
obtivemos uma curva de ajuste que obedece a equac¸a˜o:
P (kB) = a (kB)
−γB , (3.1)
onde a = 4.921, 94 ± 4.674 e γB = 1, 14 ± 0, 08. O erro de γB e´ de 7, 438% nesse ajuste.
Todavia, o erro de a e´ bastante significativo, chegando a ser de 94, 96%. Dessa forma, maior
esclarecimento, fizemos o gra´fico da distribuic¸a˜o em escala log-log e, portanto, sugere se






















Figura 3.5 - Distribuic¸a˜o do grau do no´ da rede espac¸o-B.; 3.5(a): Distribuic¸a˜o do Grau do no´-ponto no
espac¸o-B. Cada ponto representa uma me´dia pondera da quantidade de ki contidos num intervalo
∆k = 10.000 valores de ki; 3.5(b): Gra´fico dilog da distribuic¸a˜o do grau no espac¸o-B por intervalo
∆k = 10.000. (Fonte: [40])
3.7.2 PTN com peso
Vimos que as redes PTN sa˜o geralmente representadas como redes simples.
Isso significa que na˜o existem auto-arestas nem multiarestas. Contudo, redes PTN pos-
suem muitas rotas que compartilham as mesmas estac¸o˜es. A Figura (3.6) apresenta uma
rede de transporte urbano formada por duas rotas, r1 e r3. A rota r1 atende as estac¸o˜es
(s1, s2, s3, s4 e s5) e a rota r2 atende as estac¸o˜es (s1, s2, s3, s11 e s12). Para a construc¸a˜o
da rede espac¸o-P , que teˆm definidas as estac¸o˜es como no´s e as rotas como arestas.
Vemos que existem duas arestas entre os no´s s1 e s2 e entre s2 e s3, isto
e´, ambos os pares de no´s possuem multiarestas, que sa˜o associadas as rotas r1 e r3. Por
outro lado, os outros pares de no´s possuem apenas uma rota que os atende, as estac¸o˜es
s4 e s5 sa˜o atendidas apenas pela rota r1 e as estac¸o˜es s11 e s12 sa˜o atendidas apenas pela
rota r3, Figura (3.6(a)). Podemos representar as multiarestas como um peso das arestas.
De forma que podemos dizer que seria mais prova´vel ir da estac¸a˜o s1 para s2 ou s3, do
que ir da estac¸a˜o s4 para s5 ou da estac¸a˜o s11 para estac¸a˜o s12, pois existem mais rotas
servindo s1, s2es3 que servindo o restante dos no´s, como mostrado na Figura (3.6(b)).
Enta˜o, a partir do peso das arestas, podemos calcular o grau ponderado ou
forc¸a do no´ de cada no´ da rede espac¸o-P ponderada, onde o nu´mero de rotas distintas que
servem os pontos de paradas atribuem um peso para a conexa˜o, e´ calculado pela equac¸a˜o
(2.29). Consideramos o peso da conexa˜o como o nu´mero de multiarestas.
Fizemos o estudo da distribuic¸a˜o do grau do no´ ponderado ou forc¸a do no´
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(a) (b)
Figura 3.6 - Rede de transporte de oˆnibus formada por duas rotas (r1, r3); 3.6(a): Rede de transporte de
oˆnibus com duas rotas; 3.6(b): Rede espac¸o-P ponderada.
das redes ponderadas do espac¸o-P e espac¸o-C.
A ana´lise da distribuic¸a˜o de s da rede espac¸o-P , entretanto, apresentou uma






















Figura 3.7 - Distribuic¸a˜o do grau do no´ da rede espac¸o-P ; 3.7(a): Distribuic¸a˜o do grau do no´ do espac¸o-P
ponderada. Foi utilizado para cada valor no gra´fico, o total de ∆s compreendido em intervalos
de 500 em 500; 3.7(b): Distribuic¸a˜o do grau do no´ em escala monolog. Percebe-se que a curva
de ajuste atende bem os valores obtidos do sistema. (Fonte: [40])
O melhor ajuste para esse caso foi feito atrave´s de uma curva de decaimento
exponencial,
P (s) = be−βs , (3.2)
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onde b = 6, 50×10−2±3, 80×10−3, com erro de 5, 93%, e β = 1, 47×10−4±1, 19×10−5, com
erro de 8, 14%. Pela ana´lise da curva de juste na escala monolog, vemos que a aproximac¸a˜o
e´ razoavelmente boa, Figura (3.7(b)). Embora tenhamos tentado um ajuste com uma
func¸a˜o lei de poteˆncia na esperanc¸a de averiguar se esta rede poderia se enquadrar nas
classes de redes sem escalo, a tentativa na˜o foi boa. Sendo o melhor ajuste com feita pela
func¸a˜o de decaimento exponencial.
Distribuic¸a˜o do grau do no´ sem escala sa˜o do tipo que possuem uma cauda
em decaimento de lei de poteˆncia. Vimos na literatura que redes sem escala dependem
de duas propriedades: prefereˆncia de conexa˜o e crescimento. Vimos, ainda, que Barabasi
afirma que essas duas propriedades sa˜o simultaneamente necessa´rias. Ele demonstra essa
tese no modelo A e no modelo B, descrito na Subsec¸a˜o 2.2.2.
No modelo A demonstram a formac¸a˜o de redes com a presenc¸a de cresci-
mento, mas na˜o apresentam prefereˆncia de conexa˜o. Ou seja, os no´s mais conectados na˜o
possuem maior probabilidade de serem conectados, de modo que as conexo˜es sa˜o feitas
de forma aleato´ria. No entanto, por apresentar crescimento, significa que no processo de
formac¸a˜o das redes dessa categoria ouve a inserc¸a˜o de novos no´s, portanto, na˜o sendo
redes fechadas. Esses tipos de redes apresentam curvas da distribuic¸a˜o do grau do no´ em
decaimento exponencial.
O resultado da distribuic¸a˜o da forc¸a do no´ da rede espac¸o-P do transporte
do DF pode indicar que no processo de formac¸a˜o houve a inclusa˜o de novas estac¸o˜es (no´s)
ao sistema, pois curvas exponenciais para a distribuic¸a˜o do grau sugerem que o fator
crescimento esta´ presente, mas o fator prefereˆncia de conexa˜o na˜o. Mas a inclusa˜o desses
novos no´s na˜o obedeceu a propriedade de prefereˆncia de conexa˜o, ou seja, quando uma
nova estac¸a˜o e´ inclu´ıda no sistema, na˜o necessariamente se faz numa rota que ja´ tenha
muitas estac¸o˜es, podendo ser por meio de criac¸a˜o de estac¸o˜es em rotas curtas. Ou ainda,
que a criac¸a˜o de novas rotas de oˆnibus na˜o obedecem a` propriedade de prefereˆncia de
conexa˜o. A criac¸a˜o de uma nova rota, obedece a`s necessidades de transporte pu´blico da
populac¸a˜o, dessa forma, novas rotas sa˜o criadas para novas a´reas de povoamento, que
muitas vezes na˜o existia nenhuma conexa˜o.
No entanto, quando se trata de local de destino, vemos que o destino de
interesse na˜o varia muito, sendo sempre para o centro de oportunidades, geralmente, a
regia˜o central de Bras´ılia. Por esse ponto de vista poder´ıamos concluir que a rede deveria
obedecer a uma distribuic¸a˜o do grau do no´ com prefereˆncia de conexa˜o. Obedecendo,
dessa forma, uma distribuic¸a˜o do tipo decaimento de lei de poteˆncia. Todavia, o melhor
ajuste da curva obtido foi de uma decaimento exponencial, como e´ observado na Figura
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(3.7). O que nos leva a questionar se a investigac¸a˜o de propriedades estruturais de grau
da rede topolo´gica e´ suficiente para indicar a classe de rede a qual pertence.
Contudo, esse resultado e´ semelhante ao obtido na distribuic¸a˜o do grau do
no´ da rede espac¸o-P de algumas cidades, tais como o no sistema de Berlim, Du¨sseldorf e
Hong Kong [48]. Das quais apenas o de Hong Kong e´ um sistema de oˆnibus, das demais
cidades sa˜o sistemas completos incluindo trem, metroˆ e outros modais de transporte de
passageiros ale´m da modal oˆnibus.
Para a distribuic¸a˜o do grau do no´ do espac¸o-C, Figura (3.8), calculamos
o valor do 〈s〉 = 11.616, 55 e o desvio padra˜o igual a σ = 6.391, 59. Encontramos uma
distribuic¸a˜o muito diferente do encontrado para a rede espac¸o-P . Vemos que no caso
do espac¸o-P , a distribuic¸a˜o na˜o apresenta um pico, ou seja, na˜o temos um valor de s
caracter´ıstico no sistema. Todavia, no caso da espac¸o-C, encontramos um pico em torno
de 〈s〉. Ajustamos os dados com uma curva gaussiana:
P (sC) = ce
−(sC−d)2
r2 , (3.3)




= 0, 0571686 ± 0, 003016, d = 〈s〉 = 9.617, 38 ± 524, 5 e r = √2σ =











Figura 3.8 - Distribuic¸a˜o do grau do no´ da espac¸o-C ponderada. Onde o intervalo ∆s = 300. (Fonte: [40])
Isso sugere que na rede espac¸o-C, comparando o resultado ao modelo B,
da Subsec¸a˜o 2.2.2, que a quantidade de no´s (rotas) no sistema permanece quase esta´tica,
muitas vezes, o nome da rota permanece o mesmo, mas o itinera´rio sofre alterac¸a˜o. O
pico sugere que a maioria dos no´s possuem o grau do no´ com valor pro´ximo ao valor da
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me´dia. Isso sugere que com o passar do tempo, as rotas de oˆnibus chegaram a possuir
o mesmo tamanho, em termos de quantidades de estac¸o˜es atendidas. Essa distribuic¸a˜o
e´ diferente dos obtidos em outros estudos de PTN, da cidade de Londres, Los Angeles
e Paris, sugerem uma distribuic¸a˜o do tipo decaimento exponencial [48]. Dentre as quais,
apenas Los Angeles e´ PTN apenas de oˆnibus.
Pela construc¸a˜o das 3 redes do sistema de transporte urbano do DF, espac¸o-
P , espac¸o-C e espac¸o-B, podemos observar diferentes distribuic¸o˜es do grau do no´. En-
contramos que na rede-B essa distribuic¸a˜o seguia uma lei de poteˆncias, que evidencia a
auseˆncia de um grau caracter´ıstico. A espac¸o-P ponderada, por sua vez, apresentou uma
distribuic¸a˜o do tipo decaimento exponencial e a espac¸o-C ponderada, uma distribuic¸a˜o
gaussiana, sugerindo elementos de aleatoriedade nas conexo˜es entre os no´s.
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CAPI´TULO 4
Modelo alternativo para PTN
Se por um lado as redes de transporte podem ter a topologia bem repre-
sentada pelas redes espac¸o-P , espac¸o-C, espac¸o-L e espac¸o-B, por outro lado, contudo,
se perde informac¸o˜es importantes do sistema de transporte real quando na˜o levamos em
conta o fluxo ou o tra´fego. Vimos que sistema de transporte ferrovia´rio (metroˆ, trem) e
rodovia´rio (oˆnibus) esta˜o sendo representados da mesma forma (Cap´ıtulo 3). Contudo,
sa˜o diferentes na operac¸a˜o e na topologia, isto e´, sa˜o diferentes quanto ao fluxo de viagens
e de passageiros e quanto a conexa˜o entre os estac¸o˜es ou pontos de paradas.
Em um sistema ferrovia´rio, mesmo que existam dois trilhos, um de s1 para
s2 e outro de s2 para s1, as estac¸o˜es permitem a troca de sentido da viagem sem que
se saia da estac¸a˜o, portanto, sem que pague por outra viagem. Assim, e´ aceita´vel que as
redes PTN ferrovia´rias sejam redes na˜o-direcionadas. E ir de s1 a s2 e´ ta˜o prova´vel quanto
ir de s2 a s1. E a rede espac¸o-P como rede de transfereˆncia/transbordo se mostra correta.
Pore´m, devemos considerar a rede rodovia´rio de transporte por oˆnibus algo
diferente da rede ferrovia´ria. Num sistema rodovia´rio por oˆnibus, o pagamento ou a va-
lidac¸a˜o do bilhete e´ feita no pro´prio ve´ıculo. Em caso de mudanc¸a de sentido na mesma
rota sera´ necessa´rio desembarcar e embarcar em um outro ve´ıculo, tal como numa rede
ferrovia´ria. Contudo, mesmo que um passageiro permanec¸a usando a mesma rota, se ele
na˜o mudar de estac¸a˜o, que geralmente se encontra do outro lado da rua, na˜o conseguira´
voltar. Assim, a aresta (s1, s2) na˜o e´ igual a aresta (s2, s1), pois a conexa˜o entre s2 e s1
na˜o existe, pois o oˆnibus na˜o volta pela mesma via. Enta˜o, havera´ um outro par de no´s,
tal como (s12, s11) pertencente ao sentido oposto da mesma rota, para fazer a viagem de
volta, resultando em topologias distintas para as redes de trem e de oˆnibus, Figura (4.1).
Esta troca de estac¸a˜o obrigato´ria tem consequeˆncias para o passageiro. Em uma estac¸a˜o
ferrovia´ria, na˜o e´ necessa´rio que se pague uma nova passagem, mas em estac¸o˜es de oˆnibus,
sera´ cobrado um novo valor.
A Figura (4.2) apresenta outro exemplo para ilustrar a diferenc¸a entre uma
rede PTN ferrovia´ria e rodovia´ria. A Figura (4.2(a)) ilustra uma rede na˜o direcionada,
representando uma rede ferrovia´ria. Ja´ na Figura (4.2(b)) temos uma rede direcionada, que
deve ser a mais apropriada para representar uma rede PTN de oˆnibus, pois geralmente,
em redes de oˆnibus, para cada localidade da cidade, existem dois pontos de paradas, uma
para cada sentido da via. Em redes ferrovia´rias, que sa˜o representadas por redes na˜o
direcionadas, tanto faz ir da estac¸a˜o si para sj como ir da estac¸a˜o sj para si. De forma
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(a) T´ıpico sistema ferrovia´rio (b) T´ıpico sistema rodovia´rio
Figura 4.1 - Comparac¸a˜o entre sistemas de trem e de oˆnibus formado por uma rota r1 e dois sentidos, que
justifica a necessidade de se construir redes direcionadas para o tratamento de redes de oˆnibus.
que, para fazermos uma viagem da estac¸a˜o s4, pertencente a rota r1 ate´ a estac¸a˜o s11,
pertencente a rota r3, seria necessa´rio fazer uma transfereˆncia de rota na estac¸a˜o s3. No
caso da rede na˜o direciona, essa viagem de s4 ate´ s11, fazendo uma transfereˆncia de rota
de r1 para r3, seria permitida.
No entanto, redes de oˆnibus sa˜o redes direcionadas. A Figura (4.2(b)) ilus-
tra as rotas r1, com sentido de s1 para s5, e outra rota, r3 no sentido de s1 para s12.
Suponhamos que exista um passageiro que deseja realizar uma viagem de da estac¸a˜o s4
para s11. Nesse exemplo na˜o e´ poss´ıvel realizar essa viagem, visto que na˜o temos nenhuma
rota no sistema que realize a viagem saindo da estac¸a˜o s4 em direc¸a˜o a s11. Poder´ıamos
pensar novamente em uma viagem com integrac¸a˜o, tal que o passageiro pudesse realizar
uma transfereˆncia de rotas, usando 2 ou mais rotas para a viagem. Mesmo que tenhamos
estac¸a˜o pertencentes a ambas as rotas, na˜o ha´ viagens no sentido da estac¸a˜o s4 para s3.
Desse modo, a representac¸a˜o da direc¸a˜o da viagem em redes de oˆnibus,
podem trazer mais informac¸o˜es quanto a possibilidade de transfereˆncia entre rotas de um
sistema.
Ao analisarmos o uma rede de transporte em busca de estac¸o˜es tipo hub para
a integrac¸a˜o do sistema, fica clara a diferenc¸a entre os sistemas ferrovia´rio e rodovia´rio.
Ao observar o PTN rodovia´rio por oˆnibus percebemos que o conjunto de estac¸o˜es das rota
em um sentido sa˜o diferentes do conjunto das estac¸o˜es da mesma rota, pore´m no sentido
oposto.
As PTN ferrovia´rias tambe´m podem ser representadas por meio de redes
direcionadas, para isso, seria necessa´rio dados de estac¸o˜es sequencias ordenadas no sentido
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(a) Rede ferrovia´ria (b) Rede rodovia´ria
Figura 4.2 - Rede de transporte de oˆnibus formada por duas rotas (r1, r3); 4.2(a): Rede na˜o-direcionada;
4.2(b): Rede direcionada.
da rota. Mostramos no Cap´ıtulo 5 a importaˆncia da construc¸a˜o de redes direcionadas
para o ca´lculo da Pendularidade, uma medida atribu´ıda a distribuic¸a˜o de viagens no
tempo. Inclusive, para se estudar a pendularidade de PTN ferrovia´rio, seria necessa´rio a
transformac¸a˜o de redes na˜o direcionadas em redes direcionadas.
A mesma importaˆncia a` direc¸a˜o das arestas e´ observada para se calcular a
distribuic¸a˜o espacial das viagens de passageiros, que e´ abordado no Cap´ıtulo 6. Pois e´
necessa´rio saber de onde e para onde va˜o as viagens, ou seja, qual a direc¸a˜o das viagens.
4.1 Dados do Transporte Urbano do Distrito Federal
Os dados do sistema de transporte de oˆnibus do Distrito Federal esta˜o ca-
racterizados pelo sentido da viagem. Para uma determinada rota, temos dois sentidos, ida
e volta. Isso significa que a ida tem um conjunto de pontos de paradas e a volta tem outro
conjunto de pontos de paradas referente aqueles posicionado na via de sentido contra´rio. A
Figura (4.3) ilustra duas rotas r1 e r2 com suas respectivas viagens, uma em cada sentido.
Podemos enta˜o usaremos a representac¸a˜o das redes PTN direcionadas.
4.2 Rede PTN direcional
Em algumas redes complexas, tais como www [8] ou redes de citac¸o˜es [3], e´
bastante comum a aplicac¸a˜o de rede direcionada. O grau de conectividade se diferencia
em grau de entrada (kin) e grau de sa´ıda (kout). Em uma rede direcional, um mesmo no´
i pode ser contado para o grau do no´ de entrada para uns no´s ou para o grau do no´ de
sa´ıda para outros no´s.
Podemos escrever a matriz adjacente de uma rede na˜o-direcionada, que ra-
ramente sera´ uma matriz sime´trica para redes reais. O ca´lculo do grau de conectividade
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Figura 4.3 - Ilustrac¸a˜o de uma rede de oˆnibus, com duas rotas (r1, r2) cada uma com duas viagens, uma de
ida e outra de volta, configurando viagens duas viagens diferentes para cada rota, r1 = (t1, t2)
e r2 = (t3, t4).










Como exposto na Subsec¸a˜o 2.4.1, o grau me´dio e´ dado por 〈k〉 = m/n,
equac¸a˜o (2.28).
Redes de transporte de oˆnibus em geral possuem conjuntos diferentes de
pontos de paradas para as viagens da ida e para as viagens da volta de uma mesma rota.
A partir dos dados descritos na sec¸a˜o 4.1, geramos uma rede espac¸o-L e
outra espac¸o-P , ambas direcionadas, onde as estac¸o˜es esta˜o em sequeˆncia numa rota e sa˜o
distintas para cada sentido da viagem, tal como ilustrado na Figura (4.4). Assim, trata-
remos o sistema de transporte de oˆnibus do Distrito Federal como uma rede direcionada,
uma mesma rota tera´ dois sentidos. Sentido de ida de uma via e de volta com ambas as
direc¸o˜es compostas por estac¸o˜es distintas.
4.3 Oferta e demanda em PTN
Vimos na subsec¸a˜o 3.7.2 que podemos definir o peso da aresta como o nu´-
mero de rotas distintas que conecta˜o dois no´s. Em estudos de redes ponderadas de ae-
roportos o peso e´ definido como o nu´mero de tra´fego entre dois aeroportos [44]. Assim,
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(a) Rota r1 com uma viagem t1 (b) espac¸o-L direcional (c) espac¸o-P direcional
Figura 4.4 - Esquema ilustrativo de construc¸a˜o das redes espac¸o-L e espac¸o-P de uma rota de oˆnibus.
para o sistema de transporte pu´blico de oˆnibus do DF, uma vez estabelecidas as rotas e
as estac¸o˜es, podemos verificar como e´ a operac¸a˜o do sistema.
(a) L-Rout (b) L-Trip (c) L-Pass
Figura 4.5 - Rede de transporte de oˆnibus 4.1(b) com rota r1 com duas viagens t1 e t2 e rota r2 com treˆs
viagens t1, t2 e t3. Cada viagem com o nu´mero de passageiros diferente, t1 = 10, t2 = 20,
t3 = 50, t4 = 10 e t5 = 20; 4.5(a) ilustra a Rede espac¸o-L ponderada pelo nu´mero de rotas;
4.5(b) Rede espac¸o-L operacional ponderada com nu´mero de viagens; 4.5(c) Rede espac¸o-L
operacional ponderada com nu´mero de passageiros.
Se existem passageiros que queiram ir de uma regia˜o A para uma regia˜o B,
significa que existe demanda pelos servic¸os de transporte. Se existe uma viagem entre A
e B, significa que ha´ oferta de servic¸os para atender a necessidade dos passageiros.
Assim, definimos o nu´mero de passageiros do PTN como a demanda e o
nu´mero de viagens como oferta. Contudo, a grande dificuldade que temos e´ de encontrar
os dados de operac¸a˜o dispon´ıveis para a pesquisa. Muitos dados topolo´gicos de redes PTN
esta˜o dispon´ıveis abertamente na internet, uma boa fonte desses dados e´ o Google Transit.
Nesse site esta˜o dispon´ıveis dados geo-referenciados das rotas e estac¸o˜es de PTN de va´rias
cidades pelo mundo.
A partir das redes topolo´gicas PTN direcionada introduzimos os fatores
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relacionados ao nu´mero de viagens (oferta) e de nu´mero de passageiros (demanda) como
um peso para a aresta.
Redefinimos enta˜o o espac¸o-P em classes de redes: P -Topo (topologia), P -
Rout (rotas), P -Trip (viagens) e P -Pass (passageiros). Igualmente fizemos para a rede
espac¸o-L: L-Topo (topologia), L-Rout (rotas), L-Trip (viagens) e L-Pass (passageiros).
Ilustramos na Figura (4.5) um exemplo de como geramos as redes PTN
usando as informac¸o˜es de viagens e de passageiros de uma rede de transporte de oˆnibus
direcionada, Figura (4.1(b)), com rota r1 com duas viagens t1 e t2 e rota r2 com treˆs
viagens t1, t2 e t3. Cada viagem com o nu´mero de passageiros diferente, t1 = 10 passageiros,
t2 = 20 passageiros, t3 = 50 passageiros, t4 = 10 passageiros e t5 = 20 passageiros. Essas
medidas de viagens e de passageiros podem ser descritas pelo pelo das arestas. Assim, a
Figura (4.5(a)) representa a rede espac¸o-L ponderado com o nu´mero de rotas diferentes
que geram pesos diferentes a`s arestas. A rede ponderada por rotas e´ chamada de rede
L-Rout. Da mesma forma, podemos atribuir o valor das multiarestas que representam as
va´rias viagens entre um par de no´s como pesos. A Figura (4.5(c)) representa a rede no
espac¸o-L ponderada pelo nu´mero de viagens, que chamamos de L-Trip. A Figura (4.5(b))
representa a rede espac¸o-L ponderada com nu´mero de passageiros, que chamamos de L-
Pass. Ale´m dessas novas redes ponderadas para o espac¸o-L, tambe´m geramos as redes
ponderadas para rede duas outras redes espac¸o-P , que sa˜o P -Rout, P -Trip e P -Pass.
4.4 Resultados
Calculamos as propriedades de centralidade e de caminho das redes espac¸o-
L e espac¸o-P . Na rede espac¸o-L temos n = 3, 476 no´s em = 5, 093 arestas e no espac¸o-P
temos n = 3, 476 no´s e m = 743, 104 arestas:
Tabela 4.1 - Propriedade do espac¸o-L, valores me´dios de: 〈k〉 – grau do no´, 〈s〉 – forc¸a do no´; 〈c〉 – coeficiente
de aglomerac¸a˜o; 〈l〉 – comprimento do menor caminho e 〈B〉 – coeficiente de intermediac¸a˜o
(betweeness).
〈k〉 〈s〉 〈c〉 〈l〉 〈B〉
L-Topo 2.93 2.93 0.06 24.21 6.70e− 3
L-Rout 2.93 28.48 0.06 24.21 6.70e− 3
L-Trip 2.93 623.79 0.06 24.21 6.70e− 3
L-Pass 2.93 25,537.26 0.06 24.21 6.70e− 3
Usamos a definic¸a˜o de grau ponderado, ou forc¸a, dada pela equac¸a˜o (2.29).
A ferramenta usada para os ca´lculos dessas propriedades foi o NetworkX. Como se verifica,
53
Tabela 4.2 - Propriedade do espac¸o-P , valores me´dio de: 〈k〉 – grau do no´, 〈s〉 – forc¸a do no´; 〈c〉 – coeficiente
de aglomerac¸a˜o; 〈l〉 – comprimento do menor caminho e 〈B〉 – coeficiente de intermediac¸a˜o
(betweeness).
〈k〉 〈s〉 〈c〉 〈l〉 〈B〉
P -Topo 427.56 427.56 0.62 2.21 3.48e− 4
P -Rout 427.56 1,014.69 0.62 2.21 3.48e− 4
P -Trip 427.56 21,139.44 0.62 2.21 3.48e− 4
P -Pass 427.56 874,608.42 0.62 2.21 3.48e− 4
na˜o foi poss´ıvel diferenciar as propriedades de coeficiente de aglomerac¸a˜o (〈c〉), compri-
mento do menor caminho (〈l〉) e coeficiente de intermediac¸a˜o (〈B〉) para as redes com
diferentes pesos. Assim, para a redes do espac¸o-L temos os resultados da Tabela (4.1) e
para a rede do espac¸o-P temos os resultados da Tabela (4.2).
Focamos na distribuic¸a˜o da forc¸a s das redes espac¸o-L e espac¸o-P .
(a) P -space por Decaimento exponencial (b) P -space por Lei de poteˆncia
(c) L-space por Decaimento exponencial (d) L-space por Lei de poteˆncia
Figura 4.6 - Distribuic¸a˜o do grau das redes (4.6(a) e 4.6(b)) P -Topo (topologia), P -Rout (rotas), P -Trip
(viagens) e P -Pass (passageiros); Distribuic¸a˜o do grau das redes (4.6(c) e 4.6(d)) L-Topo (to-
pologia), L-Rout (rotas), L-Trip (viagens) e L-Pass (passageiros).
Calculamos a forc¸a do no´ nas redes P -Topo, P -Rout, P -Trip e P -Pass.
Obtivemos um ajuste de curva para os quatro tipos de redes em Decaimento Exponencial,
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Figura (4.6(a)), melhor que Decaimento em Lei de Poteˆncia, Figura (4.6(b)).
Apesar do primeiro estudo com os modelos de rede L e P [63] sugerirem que o
decaimento exponencial e´ observado para as redes L, se esperava que a rede P seguisse um
decaimento em Lei de Poteˆncias. Verificamos que as redes ponderadas tambe´m parecem
obedecer a mesma distribuic¸a˜o da rede simples (L- e P -Topo) cuja a cauda da distribuic¸a˜o
do grau, ou forc¸a, para o caso ponderado, comportam-se como um decaimento exponencial.
Comparando com resultados de transporte de oˆnibus de outras cidades do mundo obtidos
em [48], verificamos que das 14 cidades daquele trabalho, os dados das cidades de Dallas,
Hong Kong, Los Angeles, Sa˜o Paulo, Sidney e Taipei sa˜o apenas de transporte de oˆnibus,
cujos conjuntos de pontos de paradas sa˜o distintos para as viagens de ida e de volta de
uma mesma rota. Os autores concluem que na˜o ha´ um padra˜o para a distribuic¸a˜o do grau
para os PTNs das cidades analisadas. No entanto, Hong Kong, Sidney e Taipei tiveram
ajustes mais confia´veis para decaimento exponencial, como encontramos para o caso do
PTN do Distrito Federal.
Em tese, podemos enta˜o sugerir que o comportamento de decaimento expo-
nencial do grau independente da escala, pois observamos este comportamento na˜o importa
o tamanho da rede, ou na˜o importa a quantidade de multiarestas que a rede possui. No
entanto, todas as redes ponderadas tem a mesma topologia, o que difere entre elas e´ o
valor das multiarestas.
Acreditamos que os resultados deste trabalho possam trazer algum acre´s-
cimo ao estudo de redes PTN, pois partimos de um me´todo um pouco mais elaborado,
inserindo informac¸o˜es como nu´mero de rotas, viagens e passageiros a`s redes e diferenciamos
uma rede na˜o direcionada e uma rede direcionada e encontramos Decaimento exponencial
para a distribuic¸a˜o da forc¸a s, tanto para as redes do espac¸o-P , quanto para as redes do
espac¸o-L. No entanto, seria interessante calcular algum paraˆmetro entre as redes L-Topo,
L-Rout, L-Trip e L-Pass, usando algum me´todo de redes em multicamadas. O mesmo
seria feito para as redes P -Topo, P -Rout, P -Trip e P -Pass.
No entanto, na˜o sabemos quanto a simplificac¸a˜o feita nas viagens tenha
afetado este resultado, uma vez que consideramos todas as viagens de uma rota como
indistingu´ıveis, na˜o valorando por hora´rio ou algo do tipo que desse pesos distintos de
acordo com cada viagem. Por exemplo, uma viagem realizada a`s 8h da manha˜ ser mais
importante que uma viagem a`s 10h, quando a demanda e´ bem pequena. Ou o contra´rio,
uma viagem das 10h ser mais importante, pois ha´ menos ofertas nesse hora´rio. Da mesma
forma fizemos para os passageiros, considerando-os apenas como uma quantidade. Ha´
estudos que discutem a distinguibilidades dos viajantes em redes complexas de mobilidade
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humana [73]. Na˜o usamos aqui, todavia.
(a) P -Topo (b) L-Topo
Figura 4.7 - Distribuic¸a˜o do comprimento do menor caminho pra as redes topolo´gicas P -Topo e L-Topo.
Ale´m disso, fizemos o gra´fico da distribuic¸a˜o do comprimento de menor
caminho das redes P -Topo e L-Topo para ilustrar a diferenc¸a de tamanhos das redes PTN,
Figura (4.7). Na pra´tica, o comprimento do menor caminho tem diferentes significados
para as redes L-Topo e P -Topo.
Para o caso da rede P -Topo, significa o nu´mero de transfereˆncias necessa´-
rias para se ligar duas estac¸o˜es quaisquer. Vemos que grande parte necessita duas rotas
(arestas) para uma conexa˜o, maior que 60% dos casos, esse resultado corrobora com os
obtidos anteriormente (Subsec¸a˜o 3.3.1). Ja´ o comprimento de menor caminho da rede
L-Topo significa o tamanho da rota em termos de nu´meros de estac¸o˜es. Na sua grande
maioria esta´ concentrada em torno de 20 estac¸o˜es.
Optamos por calcular o comprimento me´dio de menor caminho apenas para
as redes topolo´gicas, pois o valor do peso quando colocado no algor´ıtmo do networkX
interpreta como tamanho do caminho, que na˜o e´ o caso. Mas fica aberta a possibilidade




Neste cap´ıtulo apresentamos um me´todo de ana´lise de redes PTN usando in-
formac¸o˜es da operac¸a˜o do sistema de transporte, tais como hora´rios, viagens e passageiros,
que possam ajudar a compreender melhor a dinaˆmica de uma rede complexa.
Apresentamos uma motivac¸a˜o relacionada ao movimento dia´rio das pessoas
em um territo´rio, ou seja, a pendularidade da mobilidade urbana, inserida no contexto
das redes complexas.
Trabalhamos a partir da distribuic¸a˜o dessas medidas de viagens e de passa-
geiros no tempo para definir coeficientes, que denominamos de RCM e hCM , cujos valores
podem elucidar mais detalhes da dinaˆmica das redes PTN. Os coeficientes sa˜o ana´logo a
qualquer sistema de massas, que no nosso estudo foram usados como massa os dados de
viagens e os dados de passageiros de cada rota.
Definimos os coeficientes harmoˆnicos constru´ıdos a partir da ideia de movi-
mentos harmoˆnicos e perio´dicos.
Calculamos para a rede L-Trip e L-Pass os valores de RCM e hCM , usando
o conceito de forc¸a das arestas de um rede complexa, que podem trazer novas informac¸o˜es
das redes PTN, que va˜o ale´m da sua topologia.
5.1 Conceituac¸a˜o Demogra´fica
Em uma situac¸a˜o com recursos infinitos, comprar uma quantidade de ve´ı-
culos igual a` raza˜o passageiro/lotac¸a˜o do ve´ıculo seria muito simples. Em uma cidade que
existam 100 pessoas que querem ir do ponto i ao ponto j, o nu´mero de ve´ıculos necessa´rio
seria dois ve´ıculos com capacidade de 50 passageiros cada. Ou, se das 100 pessoas 50
necessitam viajar a`s 7h da manha˜ e outras 50 apenas a`s 8h, e se a viagem de ida e volta,
de i a j e retornando a i, tem durac¸a˜o menor que uma hora, a necessidade de ve´ıculos
cai para metade, ou seja, sera´ necessa´ria a compra de apenas um ve´ıculo com capacidade
de 50 passageiros para atender a demanda de transporte de 100 pessoas. Se os desejos
de viagens de i a j fosse homogeˆnea ao longo do dia, tal que, a cada hora, 50 pessoas
quisessem viajar de i a j, um u´nico ve´ıculo seria suficiente para atender a demanda da
populac¸a˜o. E ao fim do dia, o ve´ıculo teria realizado 24 viagens. Ou seja, a capacidade de
transporte desse sistema formada por um u´nico ve´ıculo seria o tempo de percurso vezes a
lotac¸a˜o do ve´ıculo dividido por 24h.
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Contudo, o sistema real na˜o e´ ta˜o simples assim e a distribuic¸a˜o de demanda
de viagens na˜o e´ uniforme ao longo do dia. Na maioria das vezes o movimento dia´rio da
populac¸a˜o esta´ vinculado ao trabalho, e por causa dos hora´rios de in´ıcio e fim de jornada
de trabalho da grande maioria serem coincidentes, a maior parte da populac¸a˜o esta´ se
deslocando ao mesmo tempo. Em uma cidade de distribuic¸a˜o populacional uniforme isso
na˜o seria problema. No entanto, muitas cidades apresentam monocentros de interesse da
populac¸a˜o. Isso significa que todos tendera˜o a ir para o centro pela manha˜ para trabalhar
e voltar de la´ pelo fim do dia para suas casas. Assim, muitas pessoas esta˜o se deslocando
ao mesmo tempo e para a mesma direc¸a˜o e sentido. Em cidades com distribuic¸a˜o de
postos de trabalho mais homogeˆneos no territo´rio, com descentralizac¸a˜o espacial de postos
de trabalho, na˜o se verificaria congestionamentos no traˆnsito. Se a cidade tem poucos
habitantes tambe´m na˜o tera´ problemas com congestionamentos. Em metro´poles, todavia,
na˜o se observa essa tranquilidade e diariamente e´ observado congestionamentos cada vez
maiores.
Muitas vezes saber definir quando comec¸a o hora´rio de pico e quando ter-
mina pode melhorar a alocac¸a˜o de ve´ıculos de um sistema de transportes coletivo. Mesmo
sendo heterogeˆneo durante um dia, o movimento de pessoas ao dia parece obedecer a um
padra˜o.
Em mobilidade o conceito de movimento pendular refere-se ao processo de
deslocamento da populac¸a˜o no territo´rio, ou seja, e´ o vai-e-vem de pessoas num territo´rio.
Do ingleˆs, commuting refere-se a troca de pessoas entre cidades a partir do vai-e-vem
dia´rio, seja por motivo de consumo, trabalho, nego´cios, etc. Esse movimento r´ıtmico coti-
diano se assemelha ao movimento de um peˆndulo, por isso o nome comumente usado em
geografia de pendularidade para o fenoˆmeno de vai-e-vem dia´rio entre munic´ıpios [74].
Ainda segundo [74], commuting, entretanto, expressa a relac¸a˜o que as ci-
dades estabelecem entre si em relac¸a˜o a bacias de empregos, ja´ pendularidade ressalta o
papel que as escolhas individuais e a escolha dos estilos de vida desempenham na estru-
turac¸a˜o da vida dia´ria. Observamos claramente a analogia empregada entre movimentos
de sistemas de osciladores com o desejo de viagens de pessoas num territo´rio.
Nos Estados Unidos, os dados de movimentos pendulares sa˜o usados para
redefinir as a´reas metropolitanas, enquanto que no Brasil na˜o sa˜o considerados como
elementos importantes para a definic¸a˜o de uma regia˜o metropolitana, assim, aqui, uma
metro´pole se confunde com a regia˜o metropolitana, na˜o se distinguindo o que seria a
delimitac¸a˜o regional por lei de criac¸a˜o da mesma ou a importaˆncia so´cioeconoˆmico [75]
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De forma geral, dados de amostra populacional mostram que a principal
motivac¸a˜o para os deslocamentos dia´rios e´ ainda o trabalho. Para o caso do Distrito Fede-
ral, sa˜o realizadas as Pesquisas de Amostra Domiciliar que apresentam as caracter´ısticas
de movimento cotidiano da populac¸a˜o por motivo de trabalho, de estudo e outros [76].
A partir desse pesquisa, o estado tem gerado a matriz de Origem-Destino, cujos dados
se referem ao movimento da populac¸a˜o no territo´rio. Esses dados sa˜o importantes para
que se defina a demanda de servic¸os pu´blicos, tais como a demanda de transporte pu´-
blico de passageiros. Ale´m disso, esses dados de Origem-Destino sa˜o importantes para o
planejamento de estruturas rodovia´rias, construc¸a˜o de escolas e hospitais pu´blicos e outro.
Para o presente trabalho, analisaremos apenas a dinaˆmica do movimento,
sem abordar a relac¸a˜o individual com profundidade. Apenas sera˜o analisados os aspectos
do movimento de vai-e-vem da populac¸a˜o em termos de distribuic¸a˜o espacial e temporal.
5.2 Movimento Pendular
Na F´ısica, os movimentos de um objeto em torno de sua posic¸a˜o de equi-
l´ıbrio, cujos desvios das condic¸o˜es de equil´ıbrio esta´vel do sistema sa˜o suficientemente
pequenos, podem ser geralmente descritos como um sistema de osciladores harmoˆnicos
lineares acoplados.
O movimento de ida-e-volta da casa-trabalho-casa de um indiv´ıduo em um
certo territo´rio pode ser considerado como um sistema conservativo quanto ao nu´mero de
indiv´ıduos. Suponha que, nos movimentos dia´rios de uma regia˜o a outra por qualquer que
seja o motivo a` priori, o indiv´ıduo regressa a casa no fim do dia ou noite tal que o nu´mero
de habitantes de cada regia˜o seja uma constante num ciclo, mas que varie ao longo do dia.
Assim, considerar-se-a´ a casa como o ponto de partida e de chegada e o local de trabalho
como o ponto em torno do qual os movimentos de oscilac¸a˜o sera˜o descritos. Apo´s um ciclo
o nu´mero de indiv´ıduos de uma regia˜o se conserva, significando que todos os indiv´ıduos
regressara˜o a casa ao fim do dia.
Assim, pela noite, o indiv´ıduo estaria em repouso, literalmente, no seu ho-
ra´rio de descanso. Portanto, por simplificac¸a˜o, a cada dia o sistema de transporte coletivo
de passageiros do DF sera´ um sistema fechado.
A analogia dos deslocamentos dia´rios da populac¸a˜o com sistemas de osci-
ladores tem suas vantagens. A presenc¸a de caracter´ısticas f´ısicas tais como o per´ıodo,
frequeˆncia e fase sa˜o algumas delas. A ana´lise desses dados podem produzir resultados
quanto as caracter´ısticas do movimento em questa˜o. O per´ıodo de oscilac¸a˜o sera´ de um
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dia, 24 horas, uma vez que as atividades sera˜o repetidas no dia seguinte (dia u´til).
O sistema de transporte pu´blico coletivo de passageiros surge da necessidade
de transportar os trabalhadores das suas casas ao trabalho e vice-versa. Da mesma forma,
para cada viagem de oˆnibus, com uma identidade distinta, a viagem so´ se repetira´ no dia
seguinte. Ou ainda, um trabalhador saira´ da sua casa rumo ao trabalho novamente no dia
seguinte. Se seu hora´rio e´ regular, espera-se que ele saira´ de casa no mesmo hora´rio e local
todos os dias da semana.
Assim, analisar o distribuic¸a˜o de viagens de oˆnibus ao longo do dia ou a
distribuic¸a˜o de passageiros pode trazer luz a` demanda de transporte coletivo para cada
regia˜o calculando-se as propriedades f´ısicas dos movimentos perio´dicos do sistema. Inclu-
sive, respostas mais precisas quanto aos hora´rios de pico para cada local.
5.3 Estudo do centro de massa
Em cieˆncias demogra´ficas e´ bem comum a ideia de pendularidade, um sis-
tema formado por pessoas interessadas em ir e vir de/para uma regia˜o. Sejam em movi-
mentos dia´rios, semanais, mensais em busca de realizac¸o˜es pessoais tais como emprego,
lazer, estudo.
A grandeza f´ısica caracter´ıstica de sistemas pendulares e´ o per´ıodo. Se um
sistema de transporte pu´blico de passageiros, de oˆnibus, por exemplo, tem uma certa
oferta de viagens ao longo da semana, que se repete de segunda a sexta-feira, podemos
supor que se trata de um movimento perio´dico dia´rio.
Queremos observar a distribuic¸a˜o de ofertas de viagens e de demanda de
passageiros.
Supondo que num ponto qualquer identificamos treˆs viagens ao longo do dia,
a`s 9h, 12h e 15h, com carregamento de 500, 100 e 200, respectivamentes. Na Figura (5.1(a))
vemos a distribuic¸a˜o dessas viagens e o RCM e θCM indicando o centro de massa. E na
Figura (5.1(b)), a distribuic¸a˜o de viagens em que se leva em conta o nu´mero de passageiros.
Assim, temos dois paraˆmetros: o raio que indica a concentrac¸a˜o, se RCM = 1 significa que
todas as viagens se encontram num mesmo hora´rio, se RCM = 0, a distribuic¸a˜o sera´
uniforme ao longo do dia. O aˆngulo θCM se refere a hora´rio t´ıpico da movimentac¸a˜o
observada. O valor de RCM expressa o grau de concentrac¸a˜o de movimentac¸a˜o em torno
do valor definido por θCM .
Assim, a distribuic¸a˜o de ofertas de transporte por ponto de parada por dia
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(a) Distribuic¸a˜o de viagens (b) Distribuic¸a˜o de passageiros
Figura 5.1 - Representac¸a˜o das medidas RCM e θCM : (a) Distribuic¸a˜o de viagens num ponto de parada ao
longo do dia; (b) Distribuic¸a˜o de passageiros num ponto de parada ao longo do dia.
pode ser caracterizado a partir de duas grandezas: raio RCM e aˆngulo θCM . E portanto,












onde mi e´ a massa de cada part´ıcula e ri sua posic¸a˜o, e´ a equac¸a˜o do raio do centro de
massa. Como estamos interessados apenas no hora´rio de cada evento, definimos ri = 1,
tal que, xi = cos θi e yi = sin θi. De forma que, podemos representar o centro de massa





mi (xixˆ + yiyˆ) , (5.3)













mi sin θi . (5.5)
Podemos considerar a ’massa’ mi de uma viagem i que serve um certo ponto
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de parada ao longo do dia, θi = 2pihi/T como uma grandeza relacionada ao hora´rio hi da






























θCM = arctan(YCM/XCM) (5.9)









24, se XCM > 0 e YCM < 0
0, se XCM > 0 e YCM > 0
12, se XCM < 0
(5.10)
Assim o tamanho do raio RCM representara´ a concentrac¸a˜o de viagens em
algum hora´rio do dia. Esse resultado na˜o indica o hora´rio de pico das viagens, mas o
hora´rio t´ıpico das viagens. RCM sera´ tal que 0 ≤ RCM ≤ 1.
Quanto menor for o RCM , mais homogeˆnea sera´ a distribuic¸a˜o ao longo do
dia; e quanto mais pro´ximo de 1, mais heterogeˆnea sera´ a distribuic¸a˜o, significando que
ha´ uma maior concentrac¸a˜o de viagens em um certo intervalo de tempo do dia. Assim,
podemos verificar a partir de RCM o hora´rio de maior concentrac¸a˜o para um determinado
ponto de parada. Para o caso de termos uma grande quantidade de dados, podemos









(a) ilustrac¸a˜o de RCM (b) RCM x∆h



















onde ∆θ = 2pi(h2 − h1)/24 e RCM dependem apenas dos hora´rios do oˆnibus num certo
ponto de parada. A Figura (5.2) mostra como o raio RCM depende de ∆h = (h2 − h1).
Viagens mais concentradas implicam em menor ∆h e maior RCM .
Para o tratamento de viagens carregadas de passageiros, uma viagem na˜o e´
igual a outra e mi 6= 1. Podemos, enta˜o, atribuir um valor de peso em cada viagem tal que
mi seja agora o valor do nu´mero de passageiros de uma certa viagem i. Tal modificac¸a˜o
sera´ dada nas equac¸o˜es 5.4 e 5.5. E a soma
∑
i
mi sera´ o total de passageiros transportados
no dia. Vale ressaltar que estamos nos referindo ao nu´mero de passageiros transportados
e na˜o ao nu´mero de pessoas beneficiadas pelos servic¸os de transporte, uma vez que na˜o
foi identificada a pessoa e nem a quantidade de vezes que ela utilizou o servic¸o ao longo
do dia.
Esse estudo so´ e´ poss´ıvel ser realizado quando usamos a rede espac¸o-L dire-
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cionada, pois necessitamos da sequeˆncia dos no´s de uma viagem. Com a PTN de oˆnibus as
arestas sa˜o naturalmente direcionadas, o que facilita identificar o sentido do movimento.
Nos estudos realizados com redes PTN na˜o direcionadas, na˜o se sabe de onde e para onde
esta˜o indo as viagens. Para o estudo de redes ferrovia´rias pode ser necessa´rio incluir a
direcionalidade explicitamente. O uso das redes tipo espac¸o-L desenham o caminho das
viagens, que na˜o seria poss´ıvel com o uso das redes tipo espac¸o-P .
5.4 Soluc¸a˜o para sistemas perio´dicos
(a) Dados de viagens (b) Dados de passageiros
Figura 5.3 - Gra´fico do (a) Nu´mero de viagens e do (b) Nu´mero de passageiros que passam no ponto de
parada 72122.
A Figura (5.3) mostra os registros das viagens realizadas (5.3(a)) em um dia,
assim como a quantidade de passageiros (5.3(b)) em cada uma das viagens. Na pra´tica,
essas informac¸o˜es seriam o equivalente ao resultado de um contador instalado num certo
ponto de parada, tal que, toda vez que uma viagem de oˆnibus passasse no local, essa
viagem seria registrada, fornecendo hora´rio e carregamento (quantidade de passageiros
total).
Vamos supor que a distribuic¸a˜o de viagens ao longo do dia se repita no dia
seguinte e no pro´ximo e assim por diante, tal que queiramos descrever uma func¸a˜o do
nu´mero de viagens pelo tempo X(t). Essa func¸a˜o deve ser perio´dica, ja´ que supomos que
ira´ se repetir a cada dia X(t+ T ) = X(t), onde T=24 horas e´ o per´ıodo.
Sabemos que sin(x) e cos(x) sa˜o func¸o˜es perio´dicas, e a soma de func¸o˜es
perio´dicas tambe´m e´ uma func¸a˜o perio´dica. Dessa forma, podemos propor uma soluc¸a˜o
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[an cos(ωnt) + bn sin(ωnt)] , (5.14)
onde an e bn dependem da func¸a˜o X(t).
Como consequeˆncia das condic¸o˜es de ortonormalidade (ver Apeˆndice B),
podemos encontrar os coeficientes an e bn. Para isso, multiplicamos a equac¸a˜o (B.1) por


























































Como o u´nico termo na˜o-nulo a` direita do sinal de igualdade e´ quando o











an , n = 1, 2, ..., (5.16)
Para encontrar bn multiplicamos a equac¸a˜o (B.1) por sin(2pimt/T ) e repetimos o processo.






























dt , n = 1, 2, ... (5.19)
Podemos expressar duas grandezas derivadas dos coeficiente de Fourier para caracterizar
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nossa sistema,












Comparando, respectivamente, com as equac¸o˜es (5.2), (5.8) e (5.9), podemos a partir dos
dados das viagens, encontrar as varia´veis do centro de massa, usando n = 1. O ca´lculo
para a distribuic¸a˜o de passageiros e´ ana´logo.
5.5 Dados do Transporte Urbano do Distrito Federal
No Distrito Federal existem dois modais de transporte pu´blico: o modal
rodovia´rio e o metrovia´rio. O estudo emp´ırico foi realizado com os dados de transporte
por oˆnibus do Distrito Federal. O DFTRANS, autarquia gestora do transporte urbano do
DF, forneceu os dados de passageiros que foram extra´ıdos do banco de dados do Sistema
de Bilhetagem Automa´tica (SBA) e os dados geo-referenciados em formato GTFS com as
previso˜es de pontos de paradas, rotas e viagens.
Outros dados importantes para a construc¸a˜o da rede de transporte urbano
foram fornecidos pela Secretaria de Estado de Mobilidade do Distrito Federal – SEMOB,
do qual foram obtidos os dados de pol´ıgonos de cada zona do Distrito Federal (geo-
referenciado), que deram origem aos dados do PDTU 2009 e pela COODEPLAN, da qual
foram obtidos os dados de censo, tais como quantidade de trabalhadores e de habitantes
de cada Regia˜o Administrativa do Distrito Federal.
Dos dados GTFS referentes aos dados planejados correspondem ao total de
35.463 viagens diferentes, 781 rotas, e 3.673 pontos de paradas cadastrados. Os dados
de viagens apresentam o co´digo de identificac¸a˜o, hora´rios estimados em cada ponto de
parada, identificac¸a˜o da rota a que pertence a viagem e sequeˆncia de pontos de paradas
ao longo da trajeto´ria. A esses dados chamaremos de dados das viagens planejadas.
Outro conjunto de dados fornecidos pelo DFTRANS se referem aos dados
extra´ıdos do SBA, que correspondem aos dados das viagens operadas. Os dados de viagens
operadas apresentam o co´digo de identificac¸a˜o, nome da rota, hora´rio de in´ıcio da viagem,
hora´rio de te´rmino da viagem, local de origem, local de destino e o nu´mero de passageiros
transportados. Esses dados correspondem ao total de 27.320 viagens realizadas no dia
13/10/2014 em 876 rotas distintas, com o total de 1.104.908 passageiros transportados.
66
As identificac¸o˜es das viagens das duas bases de dados na˜o sa˜o compat´ıveis,
isso gerou a necessidade de eliminar as viagens operadas que na˜o fazia parte da base de
dados de viagens planejadas, pois necessitamos dos dados dos pontos de paradas de cada
rota e de cada viagem. A u´nica correspondeˆncia entre os dois banco de dados era o nome
da rota.
Entre as 876 rotas operadas, apenas 574 pertenciam a base de dados de
rotas planejadas. Esse e´ o total de rotas que puderam ser identificadas em ambas as bases
de dados. A reduc¸a˜o foi necessa´ria porque os dados das viagens operadas na˜o possuem
informac¸o˜es de pontos de paradas, tais como, localizac¸a˜o, sequencia e hora´rio. E porque
os dados das viagens planejadas na˜o possuem dados de carregamento de passageiros e
hora´rios de atendimento em cada ponto de parada.
Para a correspondeˆncia entre os dados das viagens planejadas e das viagens
operadas, utilizamos algumas aproximac¸o˜es: 1 - eliminamos as viagens operadas que o
nome da rota na˜o pertencia a` base de dados das viagens planejadas; 2 - eliminamos as
viagens operadas que o local de origem da rota na˜o correspondia ao local de origem da
correspondente rota pertencente a` base de dados das viagens planejadas.
Dos dados de segunda-feira dia 13/10/2014 houve a reduc¸a˜o de 876 rotas
para 574 rotas, equivalente a 66% do total; de 27.320 viagens para 17.479 viagens, equi-
valente a 64% do total de viagens; e de 1.104.908 passageiros transportados para 710.765
passageiros, que equivale a 64% do total transportado no dia.
Posteriormente, complementamos as viagens operadas com dados dos pontos
de paradas da rota e o hora´rio estimado em cada ponto de parada, a partir do hora´rio
de in´ıcio e local de in´ıcio da viagem operada, complementamos com os pontos de paradas
ao longo da rota e hora´rios estimados em cada ponto de parada, a partir dos dados de
intervalo de tempo entre dois pontos de paradas consecutivos extra´ıdos do banco de dados
das viagens planejadas.
Ao final conseguimos uma tabela com os seguintes dados de cada viagem:
nome da rota, identificac¸a˜o da viagem, local de in´ıcio da viagem, local de te´rmino da
viagem, pontos de paradas das rota em sequeˆncia, hora´rio em cada ponto de parada,
latitude dos pontos de paradas da rota, longitude dos pontos de paradas da rota e nu´mero
de passageiros da viagem. Usamos um pouco de minerac¸a˜o de dados para tratar os dados
brutos para se obter dados para a construc¸a˜o da rede complexa (Apeˆndice D).
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5.6 Ana´lise da Distribuic¸a˜o dos hora´rios em Redes espac¸o-L
Vimos no Cap´ıtulo (3) os tipos de redes que podem ser geradas a partir
de um sistema de transporte pu´blico levando-se em conta a sua topologia, quais sejam:
espac¸o-P , espac¸o-L, espac¸o-C e espac¸o-B, ilustrados na Figura (3.2).
Percebemos que muitos autores tratam da mesma forma um sistema ferro-
via´rio e um sistema rodovia´rio, representando-os como redes na˜o direcionadas. Sugerimos
que o modelo pode na˜o ser o mais adequado, pois as estac¸o˜es/pontos de paradas de oˆnibus
possuem geralmente duas estac¸o˜es distintas, uma em cada sentido da via, logo, uma em
cada sentido da rota. Dessa forma, para a mudanc¸a de sentido de viagem em uma rota
de transporte de oˆnibus, e´ necessa´rio que o passageiro troque de estac¸a˜o, em geral. Isso
e´ diferente de um sistema ferrovia´rio, em que e´ poss´ıvel mudar o sentido da viagem sem
que mude de estac¸a˜o.
Isso permite dizer que as redes ferrovia´rias podem ser representadas pelas
redes na˜o direcionadas PTNs, contudo, as redes rodovia´rias, por serem naturalmente di-
recionadas, devem ser representadas por redes direcionadas, como discutido no Cap´ıtulo
4. Uma grande diferenc¸a e´ que teremos viagens de i a j, mas na˜o o contra´rio em redes
rodovia´rias. No entanto, se desejarmos aplicar a metodologia proposta nesse trabalho a`s
rotas ferrovia´rias, sera´ necessa´rio utilizarmos redes direcionadas, de forma que as arestas
possuam sentido de fluxo matinal e vespertino diferentes, caso contra´rio, na˜o sera´ poss´ıvel
medir a pendularidade.
Vimos no Cap´ıtulo 4 que o estudo de topologia realizado em redes de trans-
porte na˜o e´ suficiente para entender como e´ o real funcionamento delas. Propusemos estu-
dos com redes ponderadas para verificar alguma propriedade da rede que pudesse elucidar
sua dinaˆmica. Sugerimos o estudo de redes ponderadas para se evitar maior complexi-
dade no modelo, tal que os pesos sejam algum elemento do funcionamento operacional do
sistema de transportes, tais como o nu´mero de rotas, viagens e passageiros. Assim, mos-
tramos na Figura (4.6) que o peso das redes ponderadas, com nu´mero de rotas, viagens
ou passageiros, na˜o interfere na forma de distribuic¸a˜o do grau do no´. E, talvez possamos
usar melhor uma rede ponderada para entender a dinaˆmica de um PTN.
Admitindo a direc¸a˜o e peso das arestas, fizemos o estudo da pendularidade
para cada ponto de paradas do DF, cujo conceito esta´ relacionado ao movimento de ir e
vir em uma rede. A partir disso, podemos verificar as tendeˆncias de deslocamento entre
diferentes no´s e arestas ao longo de um ciclo. Adotamos o ciclo com o per´ıodo de T = 24
horas.
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Figura 5.4 - Distribuic¸a˜o de nu´mero de viagens e de passageiros por viagem das rota de oˆnibus do DF com
maior nu´mero de viagens.
Percebemos que para uma determinada rota, a proporc¸a˜o do nu´mero de
passageiros e do nu´mero de viagens sa˜o diferentes. A Figura (5.4) mostra que ora o nu´mero
de passageiros e´ maior, ora o nu´mero de viagens e´ maior. Isso significa que ora o ve´ıculo
viaja lotado, ora viaja vazio, respectivamente. Uma forma de se inserir essas informac¸o˜es
a` rede PTN e´ atrave´s dos pesos e direc¸a˜o.
Outro fato importante, se refere a distribuic¸a˜o de viagens e de passageiros
em uma determinada rota ao longo do dia. Essa distribuic¸a˜o no tempo na˜o e´ uniforme,
isso tem a ver com a dinaˆmica de uma regia˜o onde esta´ inserida a rede PTN.
(a) Distribuic¸a˜o de viagens no dia (b) Distribuic¸a˜o de passageiros no dia
Figura 5.5 - Distribuic¸a˜o do nu´mero de viagens e do nu´mero de passageiros do DF ao longo do dia, conside-
rando todos os pontos de paradas.
Observando o total de viagens e de passageiros ao longo do dia, percebemos
que existem hora´rios em que a atividade e´ mais frequente. Sa˜o os chamados hora´rios de
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pico. A Figura (5.5) mostra a distribuic¸a˜o das viagens e de passageiros ao longo do dia.
Vemos maior atividade de transporte em alguns hora´rios e menor em outros. Justamente
o que corrobora com a dinaˆmica da regia˜o, o ir e vir das pessoas.
Assim, podemos observar a distribuic¸a˜o de viagens ofertadas ao longo do dia
no Figura (5.5(a)) e vemos que a maior parte dos pontos de parada esta˜o sendo servidos
por alguma viagem em dois picos: um primeiro por volta das 7h a 8h da manha˜ e outra
por volta das 18h da tarde. E entre esses dois picos, observa-se que a oferta de servic¸o
continua de forma quase constante.
No entanto, ao analisarmos o gra´fico da Figura (5.5(b)), cuja curva repre-
senta a distribuic¸a˜o de passageiros transportados, vemos que os picos se acentuam mais
nos intervalos de hora´rios ja´ observados no gra´fico de distribuic¸a˜o de viagens como ho-
ra´rios de pico, pore´m, percebe-se que a demanda na˜o segue uniforme no intervalo entre
picos, tendo uma diminuic¸a˜o bastante acentuada no hora´rio entre picos.
Os resultados sa˜o esperados,visto que para o DF a demanda dia´ria e´ con-
centrada no pico da manha˜, definido no intervalo entre 6h a`s 8h30min e no pico da tarde,
definido no intervalo entre 17h a`s 19h. Fora desses hora´rios, principalmente entre 8h30min
a 17h, e´ considerado hora´rio de entre picos, cuja demanda cai significativamente, ocasio-
nando a paralisac¸a˜o de cerca de 40% da frota operante na a´rea central [72].
Isso nos motiva a investigar melhor as redes de transporte observando os
elementos relacionados ao hora´rio e ao peso. Assim, constru´ımos medidas de pendularidade
RCM e hCM , cujas equac¸o˜es sa˜o 5.8 e 5.10, respectivamente. Para isso, primeiramente
constru´ımos a rede espac¸o-L, onde os no´s sa˜o os pontos de paradas e a onde a existeˆncia
de uma rota entre dois no´s consecutivos e´ a aresta. Posteriormente constru´ımos as redes
ponderadas L-Trips e L-Pass, cujos pesos das arestas sa˜o, repectivamente, nu´mero de
viagens e nu´mero de passageiros.
A primeira aproximac¸a˜o que faremos para o estudo de redes ponderadas
sera´ a quantidade fixa de passageiros em uma viagem ao longo do percurso, ou seja, con-
sideraremos que o ve´ıculo inicia e termina a viagem com carregamento fixo, na˜o havendo
portanto embarque e desembarques. Essa simplificac¸a˜o e´ feita porque na˜o possu´ımos da-
dos de sobe-e-desce em cada ponto de parada ao longo da rota. O sistema de bilhetagem
automa´tica conta apenas o nu´mero de passageiros transportados numa viagem de uma
determinada rota, mas na˜o tra´s nenhuma informac¸a˜o de onde o passageiro embarcou ou
onde ele desembarcou.
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Calculamos o RCM e o hCM de cada no´. Fizemos alguns exemplos de alguns
ponto de parada espec´ıficos do DF. Observamos que o hora´rio de maior interesse dos
passageiros difere ligeiramente do hora´rio de maior oferta de viagens, Figuras (5.6(c)) e
(5.6(a)).
(a) Distribuic¸a˜o de viagens (b) RCM e hCM
(c) Distribuic¸a˜o de passageiros (d) RCM e hCM
Figura 5.6 - Analisadas 928 viagens e 44, 424 passageiros do ponto de parada 72122 - centro de Bras´ılia,
pro´ximo ao Banco Central:(a) Distribuic¸a˜o de viagens por intervalos de meia hora; (b) RCM =
0, 28, hCM = 14, 15 das viagens; (c) Distribuic¸a˜o de passageiros por intervalo de meia hora; (d)
RCM = 0, 29, hCM = 12, 94 dos passageiros.
A Figura (5.6(b)) ilustra os valores do RCM = 0, 28, hCM = 14, 15 das
viagens que passam pelo ponto de parada 72122 - centro de Bras´ılia, pro´ximo ao Banco
Central, que e´ pro´xima a` regia˜o de maior concentrac¸a˜o de postos de trabalho e atende o
fluxo matinal proveniente das outras regio˜es. Mas observando a Figura (5.6(d)), que ilustra
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os valores do RCM = 0, 29, hCM = 12, 94 dos passageiros, vemos uma leve diferenc¸a nos
valores. Comparando as duas distribuic¸o˜es, Figuras (5.6(a)) e (5.6(c)), vemos que ha´ mais
flutuac¸a˜o na distribuic¸a˜o de passageiros que na distribuic¸a˜o de viagens, a proporc¸a˜o de
passageiros em cada hora´rio e´ muito mais heterogeˆneo que a proporc¸a˜o de viagens, isso
reflete na medida de RCM . Assim, o RCM de passageiros e´ maior que o RCM de viagens.
Tambe´m vemos que ao atribuirmos o peso das viagens por passageiros, o hora´rio me´dio
de maior concentrac¸a˜o e´ tambe´m deslocado do hora´rio de concentrac¸a˜o das viagens.
(a) Distribuic¸a˜o de viagens (b) RCM e hCM
(c) Distribuic¸a˜o de passageiros (d) RCM e hCM
Figura 5.7 - Analisadas 1717 viagens e 78.186 passageiros que passam pelo ponto de parada 72447 - W3 sul,
Bras´ılia: (a)Distribuic¸a˜o das viagens a cada intervalo de tempo de meia hora; (b) RCM = 0, 40,
hCM = 14, 23 das viagens; (c) Distribuic¸a˜o dos passageiros a cada intervalo de tempo de meia
hora; (d) RCM = 0, 43, hCM = 13, 28 dos passageiros.
A Figura (5.7) mostra o estudo de um ponto de parada 72447 - W3 sul,
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Bras´ılia, localizada numa via pro´xima a escolas, faculdades e come´rcio, incluindo ativi-
dades noturnas como bares e restaurantes e faculdades e cursos noturnos. A distribuic¸a˜o
das viagens a cada intervalo de tempo de meia hora parece bastante uniforme entre 8h
da manha˜ ate´ 18h da tarde, mas e´ intensa a quantidade de viagens nos hora´rios ate´ 23h.
Quando observamos a proporc¸a˜o dos passageiros que utilizam oˆnibus que passam nesse
no´, vemos que a demanda na˜o e´ ta˜o uniforme quanto a oferta de viagens, no entanto,
comparando-se com o outro no´ (72122), vemos que, tanto o nu´mero de viagens quanto o
nu´mero de passageiros no per´ıodo noturno na˜o podem ser ignorados. Assim, para o caso de
viagens que passam nesse ponto de parada temos o valor de RCM = 0, 40 e hCM = 14, 23
e no caso da distribuic¸a˜o de passageiros, temos RCM = 0, 43 e hCM = 13, 28.
5.7 Resultados
Fizemos o ca´lculo do RCM e hCM para todos os no´s, que representam pontos
de paradas do DF, Figura (5.8). A partir disso, investigamos quais os valores mais expres-
sivos de cada medida. Encontramos desde RCM = 1 a RCM muito pro´ximo de zero, mas
sa˜o em quantidade muito pequena comparada a` grande maioria que esta´ entre 0.2 e 0.6
para L-Trip e L-Pass. Assim, para extrair os melhores paraˆmetros para o mapa de cores
da Figura (5.11), fizemos a distribuic¸a˜o de hCM e RCM , calculamos os valores me´dios e o
desvio padra˜o de cada medida, Figuras (5.9) e (5.10).
A Figura (5.9) mostra os valores de RCM e hCM das redes L-Trip e L-Pass.
Mas na Figura (5.10), para cada valor de RCM e hCM de cada ponto de parada, no´s
multiplicamos pelo valor de M , nu´mero de viagens, se L-Trip e nu´mero de passageiros,
se L-Pass. E fizemos novamente a distribuic¸a˜o, dos valores de RCM e hCM . Dessa forma,
(a) As 30 Regio˜es Administrativas (b) Pontos de paradas de cada RA do DF
Figura 5.8 - O Distrito Federal e´ dividida em 30 Regio˜es Administrativas (RAs). A a´rea sombreada e´ mostrada
nas Figuras (5.11) e (5.14).
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obtivemos uma ponderac¸a˜o no histograma, tal que os valores de RCM e hCM mais impor-
tantes fossem evidenciados. A importaˆncia de ponderar o histograma, inserindo um pesos
na distribuic¸a˜o na Figura (5.10) esta´ relacionada com os valores que iremos mostrar nos
mapas da Figura (5.11), pois queremos evidenciar o intervalo de RCM mais importante
em vez de todo o intervalo 0 < RCM < 1, uma vez que ha´ quantidades desprez´ıveis de
alguns valores de RCM , por exemplo, sa˜o poucos os no´s que possuem valor de RCM = 0.1.
Seguimos o mesmo me´todo para definir o melhor intervalo de hCM ,ou seja, em vez de
usarmos todo o intervalo de 0 < hCM < 24, evidenciamos o intervalo de valores de hCM
que possuem as maiores barra no histograma.
(a) L-Trip (b) L-Pass
Figura 5.9 - Distribuic¸a˜o de M , RCM e hCM das viagens das redes de no´s da L-Trips e L-Pass. Os gra´ficos
5.9(a) sa˜o referentes a rede de viagens e os gra´ficos de 5.9(b) sa˜o referentes a rede de passageiros.
Assim, observamos que alguns valores de RCM e hCM desaparecem quando
utilizamos pesos no histograma. Isso sugere que atribuir novas propriedades as redes to-
polo´gicas PTN seja necessa´rio para melhor analisar as redes de transporte. Ou seja, o
nu´mero de viagens e o nu´mero de passageiros, modificam a topologia da rede PTN.
A partir da distribuic¸a˜o da Figura (5.10) calculamos o valor me´dio (µ) e o
desvio padra˜o (σ) de RCM e de hCM . E deles definimos o intervalo para os mapas da Figura
(5.11). Para o mapa de RCM usamos [µR− 2σR, µR + 2σR]. Para o mapa de hCM , fizemos
uma divisa˜o em dois per´ıodos: matutino, cujo intervalo e´ [µh− 2σh, µh]; e vespertino,cujo
intervalo e´ [µh, µh + 2σh].
Os mapas da Figura (5.11) mostram cada ponto de parada (no´s da rede
espac¸o-L) geograficamente localizados. Combinamos as treˆs medidas, chamados de RCM ,
hCM matutino e hCM vespertino para as redes L-Trip e L-Pass. Nos seis mapas, o tamanho
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(a) L-Trip ponderada (b) L-Pass ponderado
Figura 5.10 - Distribuic¸a˜o de M , RCM e hCM das viagens das redes de no´s da L-Trip e da L-Pass ponderados.
Os gra´ficos da Figura 5.10(b) sa˜o referentes a rede de viagens ponderada, ja´ os gra´ficos de
5.10(b) sa˜o referentes a rede de passageiros ponderada.
de cada no´ se refere ao valor de M , que para o L-Trip equivale ao nu´mero de viagens que
servem cada no´, e para o L-Pass, equivale ao nu´mero de passageiros que passam em
cada no´. Significa que quanto maior o no´, mais viagens e passageiros passam pelo no´,
respectivamente. A barra de cores se refere ao intervalo de cada medida usando-se os
crite´rios definidos na Sec¸a˜o 5.6.
Um no´ pendular e´ definido como aquele cuja demanda existe para uma
direc¸a˜o ao longo do dia. E o na˜o-pendular e´ definido como o no´ demandado para ambas
as direc¸o˜es durante o pico matutino e o pico vespertino. Por essa raza˜o, no´s na˜o-pendulares
possuem hCM pro´ximo ao valor me´dio µh. E pendular, possuem valores mais extremos,
mais distantes do valor me´dio. Essa ana´lise so´ e´ poss´ıvel pois trabalhamos com redes
direcionadas, tal que as arestas conectando dois no´s esta˜o sempre em um u´nico sentido.
A Figura (5.5) mostra que a demanda de passageiros e´ maior em dois picos
bem distintos, enquanto que a oferta de viagens tem diferenc¸as bem mais suaves. Isso
implica na diferenciac¸a˜o de cores dos mapas. Tal que percebemos que os mapas da rede
L-Pass possuem no´s com hCM mais distantes do valor me´dio. E portanto, a cor dos no´s e´
mais para o magenta, comparado com o mapa da rede L-Trip.
Os mapas 5.11 e 5.14 se referem a` regia˜o sombreada dos mapas da Figura
(5.8), que mostram as RAs do Distrito Federal. A regia˜o foi escolhida como destaque
por conter a maior parte da populac¸a˜o do DF, englobando a regia˜o mais populosa do
DF, Ceilaˆndia (9), com mais de 15% dos trabalhadores do DF, seguida por Bras´ılia (1),
Taguatinga (3) e Samambaia (12) e quase 50% dos empregos do DF se encontram em
Bras´ılia (1), seguido por Taguatinga e Ceilaˆndia. (ver a Figura (6.4)).
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(a) RCM dos no´s do L-Trip (b) RCM dos no´s do L-Pass
(c) hCM dos no´s do L-Trip pela manha˜ (d) hCM dos no´s do L-Pass pela manha˜
(e) hCM dos no´s do L-Trip pela tarde (f) hCM dos no´s do L-Pass pela tarde
Figura 5.11 - Mapas das propriedades RCM e hCM dos no´s das redes L-Trip e L-Pass.
Observamos que o hora´rio de maior concentrac¸a˜o difere em cada ponto.
Ale´m de serem diferente quanto ao nu´mero de viagens que fornecem o servic¸o em cada
ponto, o nu´mero de passageiros passando por esses pontos tambe´m sa˜o distintos. Para
melhor ana´lise, vamos trabalhar com as arestas.
A pendularidade tambe´m foi calculada para as arestas. Nesse caso o hora´-
76
(a) L-Trip (b) L-Pass
Figura 5.12 - Distribuic¸a˜o de M , RCM e hCM das viagens das redes de arestas da L-Trip e da L-Pass
ponderadas. Os gra´ficos 5.12(a) sa˜o referentes a rede de viagens, ja´ os gra´ficos de 5.12(b) sa˜o
referentes a rede de passageiros ponderada.
(a) L-Trip ponderada (b) L-Pass ponderado
Figura 5.13 - Distribuic¸a˜o de M , RCM e hCM das viagens das redes de arestas da L-Trip e da L-Pass
ponderadas. Os gra´ficos 5.13(a) sa˜o referentes a rede de viagens ponderada, ja´ os gra´ficos de
5.13(b) sa˜o referentes a rede de passageiros ponderada.
rio das viagens de cada aresta foi calculado como a me´dia dos hora´rios entre dois no´s
consecutivos, h = (h2 + h1)/2. E obtivemos o resultado apresentado na Figura (5.12) e
(5.13).
Usando as distribuic¸o˜es das Figuras (5.12) e (5.13), fizemos os mesmos ca´l-
culos para os valores me´dios e desvios padra˜o definido para a rede de no´s.
Ale´m disso, os mapas do L-Trip fornecem informac¸o˜es sobre o tra´fego de
ve´ıculos e os mapas do L-Pass fornecem informac¸o˜es sobre a utilizac¸a˜o do servic¸o de
transporte pu´blico.
O mapa do RCM de viagens, Figura (5.14(a)), mostra que as regio˜es de
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colorac¸a˜o magenta sa˜o aquelas rotas em que ha´ menor ∆h, significando uma maior con-
centrac¸a˜o de viagens em um determinado per´ıodo do dia. Observamos que a regia˜o das
Esplanadas dos Ministe´rios, cuja colorac¸a˜o magenta se destaca do lado direito em um
formato retangular de Bras´ılia, tem a concentrac¸a˜o das viagens maior que a me´dia do
DF. Uma explicac¸a˜o para isso e´ que a regia˜o e´ composta basicamente por Ministe´rios e
outros o´rga˜os pu´blicos, onde o hora´rio de expediente da maioria dos funciona´rios e´ de 8h
a`s 18h. Outro local importante se situa nas arestas que passam pela via W3 sul (terceira
via do lado esquerdo da figura que forma um pa´ssaro, na parte superior-direita do mapa),
vemos que as viagens sa˜o mais espalhadas ao longo do dia, tendo ofertas tambe´m durante
a noite, ja´ que e´ uma regia˜o de escolas e faculdades ale´m de ser uma regia˜o com muitos
come´rcios. Outras arestas interessantes esta˜o situadas no eixo-L sul, onde vemos que a
pendularidade e´ mais baixa que a me´dia do DF, e´ uma regia˜o em que existe demanda
de servic¸os em casas, onde o funciona´rio chega por volta das 7h da manha˜, assim como
pertence uma regia˜o com bastante bares tanto acima da via quanto abaixo dela. Isso leva
uma necessidade de transporte nos hora´rios noturnos, isso reflete no valor de RCM
Quando atribu´ımos peso nas arestas com informac¸o˜es de passageiros, Figura
(5.14(c)), vemos que o valor de RCM se modifica para cada aresta, comparado com os
valores de contagem de viagens. Isso porque os pesos da˜o maior relevaˆncia para aquelas
viagens que carregam mais passageiros do que aquelas que carregam poucos passageiros.
Da mesma forma, comparando os hora´rios de maior concentrac¸a˜o das via-
gens e de passageiros ao longo do dia, percebemos que a atribuic¸a˜o de pesos pode esclare-
cer melhor como e´ o mapa das ofertas de viagens e o mapa das demandas de passageiros,
Figuras (5.14(e)), (5.14(b)), (5.14(d)) e (5.14(f)).
Percebemos que os padro˜es de tra´fego sa˜o distintos para os per´ıodos da
manha˜ e da tarde. O tra´fego matutino concentra-se nas horas iniciais da manha˜ e o
tra´fego vespertino e´ mais espalhado ao longo do per´ıodo, isso se deve pelo fato de existirem
atividades apo´s o hora´rio de expediente comercial. Uma dessas atividades esta´ relacionada
ao come´rcio de grandes shoppings e bares e casas noturnas que se encontram em algumas
regio˜es, ale´m das zonas de faculdades e universidades em outras regio˜es que possuem
tambe´m hora´rios noturnos.
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(a) RCM das arestas do L-Trip (b) RCM das arestas do L-Pass
(c) hCM das arestas do L-Trip pela manha˜ (d) hCM das arestas do L-Pass pela manha˜
(e) hCM das arestas do L-Trip pela tarde (f) hCM das arestas do L-Pass pela tarde




Tratamos a estrutura e dinaˆmica da rede de transporte a partir da teoria
de redes complexas. Usamos as propriedades topolo´gicas de redes complexas para propor
um modelo de distribuic¸a˜o de viagens que atenda a`s necessidades dos passageiros de uma
cidade. Fizemos um caso especial com os dados de transporte urbano de oˆnibus do Distrito
Federal.
Neste cap´ıtulo apresentamos a importaˆncia dos modelos de distribuic¸a˜o de
viagens para o planejamento de transportes de uma regia˜o. Discutimos as caracter´ısticas
das viagens de oˆnibus do DF em termos de embarques e desembarques de passageiros
em uma viagem. E a partir disso, propomos um modelo de distribuic¸a˜o de viagens de
passageiros usando a medida de distaˆncia em redes complexas da rede espac¸o-L.
No tradicional modelo gravitacional a equac¸a˜o de distribuic¸a˜o de viagens
e´ inversamente proporcional a` distaˆncia, entretanto, sugerimos um modelo gravitacional
alterado em que na equac¸a˜o as viagens entre i e j sa˜o mais prova´veis quanto maior for a
distaˆncia dij entre os no´s i e j da rede L-Trip.
Essa alterac¸a˜o e´ motivada pela constatac¸a˜o, a partir de dados emp´ıricos, de
que os embarques tendem a se concentrar no in´ıcio das viagens ao passo que os desembar-
ques apresentam uma tendeˆncia de se concentrarem nos u´ltimos pontos de parada. Isso
sugere que os passageiros parecem percorrer maior distaˆncia e na˜o o contra´rio.
6.1 Modelo de Planejamento de Transportes
Os objetivos no planejamento de transportes podem ser agrupados em treˆs
grandes categorias, relativas aos requerimentos das treˆs partes interessadas do sistema:
passageiros, operador e comunidade [77]. E esses objetivos correspondem, respectivamente,
a:
• Realizar trabalho ma´ximo de transporte: Expresso por nu´mero de passageiro-
viagem ou passageiro-km, esta categoria implica em fornecer viagens altamente
velozes, convenieˆncia ao passageiro e outros elementos que os atraiam.
• Alcanc¸ar um impacto operacional ma´ximo: Este objetivo pode ser expresso ao
final por custo total mı´nimo do sistema para um dado n´ıvel de desempenho.
• Criar impactos positivos: Geralmente inclui desde efeitos de curto alcance, tal
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como reduzir o congestionamento em rodovias, bem como metas de longo al-
cance, tal como alcanc¸ar um n´ıvel mais alto de mobilidade populacional e maior
qualidade de vida.
Compreender a distribuic¸a˜o das viagens de uma cidade pode auxiliar muito
na otimizac¸a˜o dos servic¸os de transporte oferecidos para sua populac¸a˜o, com o intuito de
alcanc¸ar um impacto operacional ma´ximo. Isso significa que minimizar viagens que na˜o
sa˜o necessa´rias pode trazer benef´ıcios para reduzir os custos operacionais.
Nesta sec¸a˜o apresentaremos brevemente como o modelo gravitacional esta´
inserido no contexto do planejamento urbano e no planejamento de transportes. O primeiro
sa˜o considerados o comportamento e as caracter´ısticas populacionais da regia˜o, com o
objetivo de qualificar e quantificar as viagens realizadas entre as regio˜es. Sa˜o considerados
fatores que podem gerar a necessidade de ir e vir das pessoas, tais como a localizac¸a˜o de
um shopping ou oportunidades de empregos. Por outro lado, sa˜o consideradas tambe´m as
caracter´ısticas da populac¸a˜o, tais como renda e tamanho da famı´lia. O segundo considera
um me´todo de planejamento do sistema de transporte urbano que atenda a` demanda
da cidade ou regia˜o. Nesse sentido, descrevemos a relevaˆncia da utilizac¸a˜o do modelo
gravitacional e discutiremos sua importaˆncia para a gerac¸a˜o da pro´pria rede de transporte.
6.1.1 Modelo Comportamental
As deciso˜es de planejamento urbano dependem fortemente do conhecimento
da relac¸a˜o entre local de atividade e o comportamento das viagens dos usua´rios dessas
atividades. Para relacionar a taxa de viagens da populac¸a˜o que exerce certa atividade
em um certo local e´ necessa´rio uma te´cnica de ana´lise, que pode levar em conta a dis-
taˆncia entre a populac¸a˜o usua´ria e os locais de atividade. Isso tem sido desenvolvido e
implementado empiricamente, sendo a te´cnica mais usada o modelo gravitacional e suas
variantes. Estudos emp´ıricos realizados nos anos de 1940 por George Kingsley Zipg e Jonh
Q. Stewart mostraram que va´rios fenoˆmenos de atividades humanas envolvendo interac¸a˜o





onde PA e´ a massa de A, PB e´ a massa de B, d e´ a distaˆncia entre A e B e K e´ uma
constante. O modelo basicamente substitui os valores das massas de corpos celestes pela
populac¸a˜o das cidades A e B, onde d e´ a distaˆncia entre as duas cidades. Uma simples
interac¸a˜o de dois corpos com um fator de atratividade. Com esse modelo foi poss´ıvel
predizer diversos exemplos de interac¸o˜es humanas sobre o espac¸o, tal como o nu´mero de
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pessoas que viajam de oˆnibus, trem ou avia˜o entre duas cidades, o nu´mero de chamadas
telefoˆnicas, o volume em toneladas de embarques em trem expresso entre duas cidade e o
nu´mero de estudantes de cada estado inscritos na Universidade de Princeton [78].
Uma variante do modelo gravitacional puro e´ o nu´mero de viagens entre i
e j, que depende do nu´mero de moradias (H) de i e de oportunidades dispon´ıveis (S) em







onde K e´ uma constante e α, β e λ sa˜o constantes determinadas empiricamente. Ale´m
disso, esses paraˆmetros podem ser estimados estatisticamente. As oportunidades S podem
ser uma biblioteca, uma loja, um hospital, ou qualquer outra estrutura que atraia pessoas.
Um caso especial com α = β = 1, λ = 2 se reduz ao modelo gravitacional,
que e´ o modelo gravitacional sem v´ınculos [78].
Embora os estudos de viagens levem em conta as caracter´ısticas de atrati-
vidade entre as regio˜es, nem sempre esse fator e´ suficiente para prever as viagens na vida
real. Um exemplo disso e´ o estudo do consumo de uma populac¸a˜o, que nesse caso, depende
na˜o apenas do local do mercado ou do shopping, mas tambe´m das condic¸o˜es externas, tais
como a renda e o tamanho da famı´lia.
Isso significa que sera´ necessa´rio inserir um v´ınculo que combine o nu´mero
de viagens feitas para cada centro j a partir de uma dada origem i, na˜o importando a


























Substituindo na equac¸a˜o (6.2) e desde que possamos cancelar Hαi , temos,










que e´ a equac¸a˜o do modelo gravitacional com competic¸a˜o de Wilson, de 1967 [78], o qual











desde que os termos de cada lado da igualdade estejam entre zero a um, e desde que a
soma dos termos sobre todos os centros j’s seja igual a um, eles sa˜o ambos probabilidades.
Ou seja, se Tij e T i ja´ tenha ocorrido e sendo observac¸o˜es em vez de previso˜es, enta˜o o
termo a` esquerda da igualdade e´ uma probabilidade emp´ırica. Em todo caso, o termo pode
ser escrito como uma probabilidade pij, que e´ a probabilidade que uma viagem seja feita









tal que a equac¸a˜o (6.6) possa ser escrita como,
Tij = pijT i . (6.9)
Assim, o v´ınculo ao modelo gravitacional, equac¸a˜o (6.9), prediz o nu´mero de viagens de
i a j pela alocac¸a˜o total de um dado centro i , T i, para cada centro j. Por outro lado,
vemos pela equac¸a˜o (6.8) que a probabilidade depende das oportunidades oferecidos em
um dado centro (Sj), distante da resideˆncia i ao centro j por Dij, e a atrac¸a˜o realizada






Para calibrar o modelo gravitacional com v´ınculos a partir da estimac¸a˜o












onde a contante Ki e os expoentes βi e λi sa˜o espec´ıficos de cada local de resideˆncia
i. Vemos que a partir do dados emp´ıricos esses treˆs paraˆmetros para um certo local de
resideˆncias podem ter a forma,
log Tij = log(Ki) + βi log(Sj)− λi log(Dij) . (6.12)
Que pode ser obtido ajustando-se os paraˆmetros por,
log Tij = a+ b1 log(Sj) + b2 log(Dij) . (6.13)










Onde os s´ımbolos com (ˆ.) sa˜o os valores observados. Outra forma de fazer a distribuic¸a˜o












Portanto, empiricamente podemos as viagens Tij de uma regia˜o podem ser
estimadas pela equac¸a˜o (6.15), quando sa˜o fornecidos os dados caracter´ısticos de cada
regia˜o e a distaˆncia Dij.
6.1.2 Modelo 4 Etapas
O modelo de planejamento de transporte tradicional e´ o chamado Modelo
4 Etapas: Gerac¸a˜o de viagens, Distribuic¸a˜o de viagens, Divisa˜o/Repartic¸a˜o Modal e Alo-
cac¸a˜o de viagens [78, 79].
• Gerac¸a˜o de viagens: A primeira etapa gera, a partir de dados censita´rios, a
previsa˜o de demanda de viagens para a regia˜o. Nessa etapa sa˜o usados os dados
referentes a` resideˆncia, ao local de trabalho, ao local de estudo, e a outros que
podem motivar o movimento de pessoas em um certo territo´rio.
• Distribuic¸a˜o de viagens: Na segunda etapa e´ gerada a matriz de origem-destino,
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cujos dados sa˜o relacionados ao ir e vir da populac¸a˜o entre zonas ou a´reas bem
delimitadas dentro de uma certo territo´rio. Aqui sa˜o usados alguma propriedade
da regia˜o como atratores de viagens.
• Divisa˜o Modal: Uma vez conhecido a demanda de viagens, decide-se qual a
melhor opc¸a˜o de modal de transporte para atender a demanda de fluxo. Nessa
etapa sa˜o decididos qual meio de transporte utilizados.
• Alocac¸a˜o de viagens: A u´ltima etapa serve para equilibrar e ajustar a necessidade
de viagens com o custo do servic¸o de forma a alocar os ve´ıculos em cada rota
para servir as viagens.
O modelo gravitacional e´ usado para gerar a matriz Origem-Destino, ou seja,
esse modelo esta´ inserido na etapa de distribuic¸a˜o de viagens no processo de planejamento
de transportes.
6.2 Modelo Gravitacional
Ao Planejar um sistema de transporte e´ preciso conhecer a demanda, quan-
tas viagens dia´rias sa˜o necessa´rias, em quais locais e em quais hora´rios devem passar o
oˆnibus. Atualmente muitos planejadores fazem uso do modelo Gravitacional de Trans-
portes e seus derivados para estimar as viagens de transporte para uma cidade ou regia˜o
incluindo-se dados demogra´ficos de cada regia˜o e algum dado de interac¸a˜o entre as regio˜es,
tais como distaˆncia, tempo de viagem, ou algum tipo de impedaˆncia. Inclusive, sa˜o usados
para estimar a demanda de transporte em tempos futuros, desde que se tenha algum tipo
de dado estimado das regio˜es, tais como o crescimento populacional ou construc¸a˜o de
algum shopping.
6.2.1 Modelo de Wilson
Nesse modelo e´ expressa a func¸a˜o de distribuic¸a˜o de viagens entre duas
zonas, i e j, como uma equac¸a˜o diretamente proporcional ao nu´mero de viagens que se
originam em i e ao nu´mero de viagens que se destinam a j e inversamente proporcional a
distaˆncia entre i e j, ou seja, ana´logo ao Modelo Gravitacional de Newton para a atrac¸a˜o
entre dois corpos massivos distantes um do outro por uma medida de distaˆncia di j tal
como,





onde γ e´ a constante gravitacional. Assim, para a distribuic¸a˜o de viagens, Wilson propo˜e
a equac¸a˜o




onde k e´ uma constante. Ti j e´ o nu´mero de viagens entre i e j, Oi e´ o nu´mero de viagens
que se originam em i, Dj, o nu´mero de viagens que se destinam a j e di j, a distaˆncia entre
i e j. Ou seja, uma analogia a um sistema de dois corpos (duas regio˜es) que possui um
fator de atrac¸a˜o. Assim, e´ necessa´rio que os v´ınculos,∑
j
Ti j = Oi (6.19)
e ∑
i
Ti j = Dj , (6.20)
estejam definidos para que a expressa˜o (6.18) seja va´lida. Sendo Ti j uma matriz, Oi e´
soma das linhas e Dj, a soma das colunas dessa matriz.
Essas equac¸o˜es de v´ınculo podem satisfazer um conjunto de constantes Ai
e Bj associados a`s zonas de produc¸a˜o e de atrac¸a˜o, respectivamente. Ale´m disso, ainda
segundo o modelo de Wilson, Ti j depende de uma func¸a˜o de distaˆncia. E a equac¸a˜o (6.18)
pode ser modificada para















As equac¸o˜es de v´ınculo podem ser satisfeitas se o conjunto de constantes Ai e Bj associado
com a zona de produc¸a˜o de viagens e zona de atrac¸a˜o de viagens, respectivamente, forem
introduzidas. Ai e Bj sa˜o muitas vezes chamados de fatores de balanc¸o. Desde que as
equac¸o˜es de v´ınculo (6.19) e (6.20) sejam satisfeitas, as equac¸o˜es (6.21-6.23) descrevem
um modelo gravitacional ana´logo ao modelo de Newton. Nesse caso, dij e´ uma medida de
impedaˆncia generalizada, que pode ser medida de distaˆncia entre i e j, medida de tempo,
medida de custo, ou alguma medida que atribua alguma combinac¸a˜o de pesos que resulte
em um fator de custo generalizado [80].
Para se empregar o me´todo acima, e´ necessa´rio definir um conjunto de
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varia´veis que especificam o sistema e enumerar alguns v´ınculos dessas varia´veis. Wilson
supo˜e que a probabilidade de ocorrer uma distribuic¸a˜o {Ti j} e´ proporcional ao nu´mero de
estados do sistema que da˜o origem a` distribuic¸a˜o {Ti j}. E que, se w(Tij) e´ o nu´mero de
maneiras pelas quais os indiv´ıduos podem se organizar para produzir a distribuic¸a˜o total
{Ti j}, enta˜o a probabilidade de ocorrer {Ti j} e´ proporcional a w(Tij). Isso assumindo que
um estado e´ formado por microestados, estes u´ltimos definidos como formas individuais
de viagens, por exemplo, a viagem de cada trabalhador de sua resideˆncia ao trabalho.
Portanto, o nu´mero total de tais combinac¸o˜es e´,∑
w(Ti j) , (6.24)
onde a soma e´ sobre toda a distribuic¸a˜o que satisfac¸a os v´ınculos do problema [80].
Para estudos de viagens de origem-destino dos trabalhadores da resideˆncia
ao trabalho, Wilson utiliza o modelo gravitacional convencional, cuja matriz de viagens,
T, deve satisfazer aos dois v´ınculos expressos pelas equac¸o˜es (6.19) e (6.20) e a equac¸a˜o




Ti jci j = C , (6.25)
onde ci j e´ uma impedaˆncia, ou custo generalizado, de viajar entre i e j, que substitui
di j da equac¸a˜o original, portanto, a medida de impedaˆncia na˜o precisa ser exatamente
a distaˆncia. Esse v´ınculo implica que o total gasto nas viagens entre as regio˜es, num
determinado tempo, e´ fixado em uma quantidade C.
Como a suposic¸a˜o ba´sica do me´todo e´ que a distribuic¸a˜o {Tij} seja propor-
cional ao nu´mero de estados do sistema que da´ origem a essa distribuic¸a˜o, e que satisfac¸a








e´ o nu´mero total de viagens, e o nu´mero de arranjos individuais distintos que da˜o origem






desde que na˜o exista nenhum arranjo de interesse particular de viagens. Ou seja, para um
total de T viagens, queremos escolher T11 de T poss´ıveis viagens, e T12, na˜o mais de T ,
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T12!(T − T11 − T12)! ...
(T − T11 − ...− Tn(n−1))!













onde a soma sobre Tij satisfaz as equac¸o˜es de v´ınculo (6.19) e (6.20). Contudo, o valor
ma´ximo de w(Tij) domina os outros termos da soma tal que a extensa˜o da distribuic¸a˜o
Tij, que da´ origem esse ma´ximo e´ a distribuic¸a˜o mais prova´vel [80]. Para obter o conjunto
de Tij’s que maximizem w(Tij) como definido em (6.27) satisfazendo os v´ınculos (6.19),








































j e β os multiplicadores de Lagrange. Enta˜o, maximizando logw, em vez de
w, e´ poss´ıvel usar a aproximac¸a˜o de Stirling,
logN ! = N logN −N , (6.31)
para estimar os termos fatoriais. O Tij que maximiza M, e que portanto, constitui a












= − log Tij − λ(1)i − λ(2)j − βcij , (6.34)
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Assim, a distribuic¸a˜o de viagens mais prova´vel e´ o mesmo que a distribuic¸a˜o do modelo
gravitacional, definido nas equac¸o˜es (6.21-6.23). A estat´ıstica derivada constitui uma nova
teoria do modelo gravitacional. C, v´ınculo de custo da equac¸a˜o (6.25) na˜o precisa ser
conhecido, como esta equac¸a˜o na˜o e´ resolvida na pra´tica para β. Este paraˆmetro sera´
encontrado por um me´todo de normalizac¸a˜o. Contudo, se C e´ conhecido, a equac¸a˜o (6.25)
pode ser resolvido numericamente para β.
Assim, para calcular a distribuic¸a˜o mais prova´vel, Oi, Dj e cij sa˜o definidos
previamente. A expressa˜o exp(−βcij) e´ interpretado como a forma preferencial da func¸a˜o
de dissuasa˜o a` distaˆncia e o paraˆmetro β e´ determinado na teoria pela equac¸a˜o de v´ın-
culo do custo, mas ainda e´ comum que se interprete como um tipo de distaˆncia me´dia
percorrida, em que maior o β, menor e´ a distaˆncia me´dia percorrida.
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Portanto, pela teoria estat´ıstica de distribuic¸a˜o de viagens [80] e´ mostrado
que, dado um nu´mero total de viagens de origem e destino para cada zona para uma
categoria proposta como viagem-pessoa homogeˆneo, dado o custo das viagens entre cada
zona, e dado que existe um nu´mero fixo total gasto no transporte da regia˜o, enta˜o existe
uma distribuic¸a˜o mais prova´vel entre as viagens entre as zonas, e a distribuic¸a˜o e´ a mesma
que uma normalmente descrita como a distribuic¸a˜o do modelo gravitacional [80].
6.2.2 Modelo Gravitacional com termo de competic¸a˜o simples
Uma variac¸a˜o simples para o modelo gravitacional convencional que pode
ser feito. Podemos escolher todos os Bjs iguais a 1, de modo que na˜o haja um v´ınculo no
destino, equac¸a˜o (6.20). Enta˜o este modelo e´








para assegurar que, ∑
j





j na˜o e´ necessariamente igual a D
j. Nesse caso especial, quando
Dj e´ alguma medida de atratividade, D
∗
j e´ definido como o resultado do nu´mero de viagens
produzido no modelo. E seguindo a mesma te´cnica de maximizac¸a˜o, pode se chegar a
expressa˜o,
Tij = exp(−λ(1)i − βcij) , (6.46)
onde o λ
(1)
i e β sa˜o os multiplicadores de Lagrange. Podemos encontar o valor de λ
(1)
i






Se Dj for uma tipo de medida de atratividade, e na˜o o nu´mero de viagens que terminam
em j, e assumindo que o viajante recebe algum tipo de benef´ıcio Wj para ir para uma
regia˜o que outra, enta˜o a equac¸a˜o (6.47) pode ser reescrito como,
Tij =





que pode ser comparado a`s equac¸o˜es (6.43) e (6.44), tomando exp(βWj) como uma medida
de atratividade para Dj.
Assim, a equac¸a˜o (6.48) e´ a equac¸a˜o do modelo gravitacional com competi-
c¸a˜o.
6.3 Redes Multiarestas
O conceito de redes multiarestas e´ dado por Sagarra [73] em cujo trabalho
desenvolve a mecaˆnica estat´ısticas de redes multiarestas. Ele aponta que a distinguibili-
dade de unidades de peso sa˜o cruciais em redes de transporte, nas quais humanos fluem
entre duas localidades. Em planejamento urbano, se constro´i a matriz origem-destino com
base em informac¸o˜es diversas relacionadas ao uso e ocupac¸a˜o do solo e ao comportamento
de viagens para se fazer uma previsa˜o de transporte urbano, ou ainda, usam o modelo 4
etapas para isso. Em todo caso, o me´todo mais empregado e´ ainda o modelo gravitacio-
nal modificado com os fatores de calibre em conformidade com as propriedades urbanas
inclu´ıdas na previsa˜o [78].
Essa abordagem e´ baseada na mecaˆnica estat´ıstica para redes complexas
geradas por eventos simples distingu´ıveis que podem ser agrupados em arestas em analogia
a` alocac¸a˜o de part´ıculas em n´ıveis de energia na mecaˆnica estat´ıstica cla´ssica. Nessas
tais redes, o peso das arestas codifica informac¸o˜es acerca de processos independentes por
diferentes agentes em diferentes tempos que sa˜o representados por um nu´mero inteiro e
quantizado. Ou seja, formado por processos distingu´ıveis.
6.4 Dados do Transporte Urbano do Distrito Federal
Utilizamos as mesmas fontes de dados citados no Cap´ıtulo Pendularidade
em PTN, Sec¸a˜o 5.5, para a construc¸a˜o do modelo de distribruic¸a˜o de passageiros na rede
de transporte urbano do DF.
A` Secretaria de Estado de Mobilidade Urbana do Distrito Federal - SEMOB-
DF solicitamos os dados das delimitac¸o˜es de zonas censita´rias utilizadas para a PDAD-
2011 e para o PDTU-2009. O Distrito Federal e Entorno sa˜o divididos em 419 zonas,
das quais 381 sa˜o dentro do DF. Utilizamos apenas as zonas do DF neste trabalho. Os
dados de zonas sa˜o tambe´m geo-referenciadas, descrevendo cada a´rea como um pol´ıgono.
Esses pol´ıgonos foram importantes para definirmos os pontos de paradas pertencentes a
cada a´rea e, portanto, para definirmos as rotas que atendem cada a´rea. Posteriormente
separamos as 381 zonas em 30 RAs, tendo em vista que os dados demogra´ficos adquiridos
para a pesquisa sa˜o por RAs.
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O primeiro desafio em trabalhar com dados reais, foi a grande dificuldade na
integrac¸a˜o dos dados, os quais foram obtidos de va´rias fontes e por isso na˜o eram intero-
pera´veis. Necessitamos desenvolver algor´ıtmos pro´prios para a integrac¸a˜o deles, pois nem
todos eram geo-referenciados. Os dados operacionais fornecidos pelo DFTRANS informa-
vam o nu´mero de passageiros por viagem, cujo co´digo identificador era completamente
diferente do co´digo dos dados GTFS dos dados de rotas, viagens, pontos de paradas.
6.5 Caracter´ısticas do Transporte Urbano do Distrito Federal
Os estudos emp´ıricos de carregamento de algumas rotas de oˆnibus do Dis-
trito Federal mostram o quantitativo de passageiros que embarcam e desembarcam em
cada ponto de paradas ao decorrer de uma viagem [81]. O relato´rio [81] se refere a uma
pesquisa em campo de sobe-e-desce , ou seja, de embarque e desembarques, de algumas
rotas espec´ıficas. A pesquisa amostral foi realizada registrando-se os dados do quantita-
tivo de embarques e de desembarques em cada ponto de paradas. Algumas dificuldades
encontradas aqui se referem a` na˜o padronizac¸a˜o da coleta. Percebemos que alguns cola-
boradores daquela pesquisa informaram apenas o embarque e desembarque nos pontos de
paradas/estac¸o˜es em que o oˆnibus parava, ignorando os pontos de paradas em que na˜o
havia solicitac¸a˜o de passageiros. Outros tiveram o cuidado de registrar o ponto de parada
mesmo na˜o tendo solicitac¸a˜o. Utilizamos estes u´ltimos para estimar o perfil de embarques
e desembarques por distaˆncia da origem em nu´mero de pontos de paradas.
Assim, a Figura (6.1) mostra o nu´mero de passageiros embarcado em cada
ponto de parada dividido pelo nu´mero total de passageiros transportado na viagem. Essa
figura apresenta o perfil da lotac¸a˜o do ve´ıculo ao longo da viagem. Trac¸amos a me´dia
(linha tracejada) de passageiros em cada ponto de paradas e a partir dela, ajustamos
(f(x)) a curva (linha cont´ınua).
Ajustamos o valor me´dio do nu´mero de passageiros embarcados ponto a
ponto por f(x), cuja curva e´ uma gaussiana. O que percebemos e´ que em boa parte da
viagem o ve´ıculo permanece bem cheio, com mais de 60% do carregamento da viagem.
Quanto mais pro´ximo do zero e´ o pico, mais ra´pido satura a viagem, sugerindo que os
passageiros embarcam nos primeiros pontos de parada da rota.
As amostras de embarque e desembarque sugerem que o ve´ıculo geralmente
tem muitos embarques no in´ıcio da viagem e quase na˜o ha´ desembarques nesses pontos.
E os desembarque costumam ocorrer no fim da rota. Isso significa que a maior parte dos
passageiros embarca no in´ıcio da rota e vai ate´ o fim da rota, tendo poucos embarques e
desembarques no meio do caminho.
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(a) Taguatinga - Bras´ılia (b) Brazlaˆndia - Bras´ılia
(c) Sa˜o Sebastia˜o - Bras´ılia (d) Bras´ılia - Ceilaˆndia
(e) Bras´ılia - Gama (f) Sobradinho - Bras´ılia
Figura 6.1 - Amostra do carregamento de viagens em rotas oˆnibus do DF. Esta figura apresenta o perfil da
lotac¸a˜o do ve´ıculo ao longo da viagem. Trac¸amos a me´dia de passageiros em cada ponto de
paradas (linha tracejada) e a partir dela, ajustamos a curva (linha cont´ınua). Dados retirados do
relato´rio [81].
Esse comportamento pode ser visto na Figura (6.2), onde o nu´mero de
entradas, XEi , e´ grande no in´ıcio e decresce ao final, e no nu´mero de
A curva XEi mostra como o nu´mero de entradas acumuladas de passageiros
ao passar pelo ponto de parada i, dividido pelo nu´mero total transportado. Ao contra´rio
do que e´ observado na curva XDi , definido como nu´mero de passageiros total transportado
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(a) Bras´ılia - Sa˜o Sebastia˜o (b) Bras´ılia - Ceilaˆndia
(c) Taguatinga - Bras´ılia (d) Bras´ılia - Taguatinga
(e) Bras´ılia - Gama (f) Bras´ılia - Brazlaˆndia
Figura 6.2 - Amostra do Embarque e Desembarques de viagens em rotas de oˆnibus do DF. O eixo-x representa
os sucessivos pontos de paradas de cada rota. Para cada rota sa˜o mostradas as entradas de
passageiros XEi , definido como nu´mero total de passageiros que entraram ate´ o ponto de paradas
i, dividido pelo nu´mero total transportado e das decidas de passageiros XDi , definido como
nu´mero de passageiros total transportado menos o nu´mero de passageiros que desceram ate´ o
ponto i dividido pelo nu´mero total transportado e a lotac¸a˜o de passageiros dividido pelo nu´mero
total transportado na viagem XCi .
menos o nu´mero de passageiros que desceram ate´ o ponto i dividido pelo nu´mero total
transportado. Ja´ a lotac¸a˜o de passageiros dividida pelo nu´mero total transportado na
viagem e´ representado por XCi . Quanto mais contante e´ o valor de X
C
i , mais homogeˆnea
seria os embarque e desembarque de uma rota.
Fizemos o ajuste das curvas da distribuic¸a˜o de embarque (XEi ) e desem-
barque (XDi ) da Figura (6.2) por curvas exponenciais. Tal que X
E
i = a exp(−b2 d2i ) + 1 e
XDi = a exp(−b2/d2i ) + 1. Onde di e´ a distaˆncia em relac¸a˜o a origem da viagem da rota.
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A Figura (6.2) juntamente com a Figura (6.1) sugerem que as viagens de
passageiros entre os primeiros pontos de paradas de uma rota e´ nula ou muito improva´vel,
pois na˜o ha´ desembarques, apenas embarques. Da mesma forma, sugerem que para pontos
mais pro´ximos do final da rota, tambe´m a probabilidade de viagens entre esses pontos e´
nula ou muito improva´vel, pois na˜o temos embarques. Isso pode mostrar que para dij
pequeno as chances de uma viagem acontecer e´ pouco prova´vel, mas para dij grande,
parece ser mais prova´vel. A partir dessas observac¸o˜es podemos implementar um modelo
de distribuic¸a˜o de passageiros usando a rede L-Trip de PTNs, cujos pontos de paradas
sa˜o no´s sequenciados e as arestas presentes apenas em no´s consecutivos da rota.
6.6 Modelo de distribuic¸a˜o de viagens para o transporte do DF
Nosso trabalho propo˜e um modelo de distribuic¸a˜o de viagens, tal que o
coeficiente de atratividade seja uma propriedade de redes complexas que possa expres-
sar o movimento dia´rio dos trabalhadores para cada regia˜o do DF como passageiros de
transporte pu´blico coletivo do DF.
(a) As 30 RAs do DF (b) Pontos de paradas
Figura 6.3 - Mapas: 6.3(a) Divisa˜o do Distrito Federal em 30 Regio˜es Administrativas e 6.3(b) os 3673 pontos
de paradas de oˆnibus.
Distrito Federal (DF) e´ formado por 30 Regio˜es Administrativas (RAs),
Figura (6.3), com adensamento populacional na˜o-homegeˆneo e com postos de trabalho
bastante centralizados em algumas poucas zonas, em 2011 sua populac¸a˜o foi estimada em
2.556.149 habitantes, dos quais 1.078.261 possuem alguma ocupac¸a˜o laboral, segundo os
dados censita´rios da Pesquisa Distrital de Amostra Domiciliar 2011 – PDAD-2011 [76].
O fluxo de migrac¸o˜es dia´rias por motivo de trabalho concentra-se muito
para a RA de Bras´ılia. Somente em Bras´ılia sa˜o 477.125 postos de trabalho ocupados,
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seguido em segundo lugar por Taguatinga, com apenas 89.585, Figura (6.4). No entanto,
87.736 dos postos de trabalho de Bras´ılia sa˜o ocupados por trabalhadores que residem na
pro´pria RA, o restante das vagas e´ preenchido por habitantes de outras RAs do DF.
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Figura 6.4 - Distribuic¸a˜o Populacional do DF: (a) fornece dados percentuais da populac¸a˜o do DF por RA;
(b) fornece dados percentuais dos trabalhadores de cada RA e (c) fornece dados dos empregos
(postos de trabalho ocupados) de cada RA. Dados retirados da relato´rio [76].
Os dados de mobilidade dia´ria das pessoas de uma certa regia˜o por motivo
de trabalho sa˜o elementos observados para se definir as necessidades de transporte urbano
dessa regia˜o. Os dados de moradia e local de trabalho sa˜o importantes para se verificar a
necessidade de deslocamento dia´rio.
A partir desses dados, e´ poss´ıvel construir a Matriz de Origem-Destino (M)
e definir de onde e para onde va˜o as pessoas. Na Figura (6.5) e´ representada a Matriz OD
do Distrito Federal dos trabalhadores da regia˜o. O eixo das abssissas representa a RA de
origem e o eixo das ordenadas representa a RA de destino. Cada ponto e´ um elemento da
Matriz (mij), sua colorac¸a˜o esta´ relacionada com a quantidade de pessoas que va˜o de i
a j. Fizemos a barra de cores em escala logar´ıtmica para melhorar a nitidez. Percebemos
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que grande parte da populac¸a˜o se destina para a RA 1, Bras´ılia.
(a) Matriz OD (b) Ida e volta
Figura 6.5 - Movimentos dia´rios por motivo de trabalho entre as 30 Regio˜es Adminstrativas do DF. A Figura
(6.5(b)) e´ obtida pela simetrizac¸a˜o da matriz da Figura (6.5(a)), ou seja, da soma com sua
transposta. Os dados foram retirados do relato´rio [76].
No Plano Diretor de Transporte Urbano do Distrito Federal realizado em
2009 em ocasia˜o a` previsa˜o de um novo sistema de transporte urbano, foi usado o Modelo
Gravitacional com atratores para se estimar a demanda em 2010 e 2020 [72]. Em geral, os
coeficientes de atratividade esta˜o relacionadas aos dados de populac¸a˜o, tais como renda,
trabalho etc.
O modelo gravitacional de distribuic¸a˜o de viagens em geral e´ feito por cen-
tro´ides [82]. Um centro´ide e´ definido como um ponto que representara´ a posic¸a˜o de uma
regia˜o de onde se originam as viagens e para onde se destinam essas viagens. No Distrito
Federal, as RAs sa˜o consideradas os centro´ides, com um ponto posicionado na posic¸a˜o
de maior densidade da RA. Percebemos que a analogia do centro´ide para um no´ da rede
e´ bem sugestiva. O que possibilita a representac¸a˜o atrave´s de uma rede complexa, cujas
arestas sa˜o pessoas e cujos no´s sa˜o as RAs, vejamos a Figura (6.6). Na rede de RAs, o
tamanho dos no´s e´ proporcional ao grau do no´. Fizemos uma diferenciac¸a˜o entre os grau
do no´ ponderado de sa´ıda (kini ), onde o peso e´ o nu´mero de trabalhadores que saem do
no´ i e de entrada (kouti ), onde o peso e´ o nu´mero de trabalhadores que entram do no´ i .
Definimos a intensidade das cores dos no´s tal que os mais escuros sa˜o aqueles que possuem
o maior grau do no´ na de de RAs. Descrevemos na tabela 6.1 as RAs e seus ı´ndices, que
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(a) Grau do no´ de sa´ıda (b) Grau do no´ de entrada
Figura 6.6 - Distribuic¸a˜o espacial dos movimentos dia´rios por motivo de trabalho entre as 30 Regio˜es Ad-
ministrativas do DF. Em (6.6(a)) destacam-se as regio˜es com maior nu´mero de trabalhadores
ativos que residem em cada RA, pelo tamanho e colorac¸a˜o do no´, quanto maior e mais escuro e´
o c´ırculo, maior e´ a o grau de sa´ıda no´. Em (6.6(b)) representa-se as regio˜es quanto ao nu´mero
de postos de trabalho, ou seja, quanto maior e mais escuro e´ o no´, maior e´ o grau de entrada
do no´.
foram usados na representac¸a˜o dos no´s da Figura (6.6).
Tabela 6.1 - Regio˜es Administrativas (RAs) do Distrito Federal.
id nome id nome id nome
1 Bras´ılia 11 Cruzeiro 21 Riacho Fundo II
2 Gama 12 Samambaia 22 Sudoeste
3 Taguatinga 13 Santa Maria 23 Varja˜o
4 Brazlaˆndia 14 Sa˜o Sebastia˜o 24 Park Way
5 Sobradinho 15 Recanto das Emas 25 SCIA(Estrutural)
6 Planaltina 16 Lago Sul 26 Sobradinho II
7 Paranoa´ 17 Riacho Fundo I 27 Jardim Botaˆnico
8 Nu´cleo Bandeirante 18 Lago Norte 28 Itapoa˜
9 Ceilaˆndia 19 Candangolaˆndia 29 SIA
10 Guara´ 20 A´guas Claras 30 Vicente Pires
Retornando a`s PTNs, definimos o sistema de transporte de uma regia˜o for-
mada por S pontos de paradas e T viagens entre os locais i e j. Geramos uma rede do
tipo espac¸o-L, onde os no´s sa˜o pontos de paradas sequenciais e as arestas sa˜o as rotas
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entre pontos de paradas sequenciais e uma rede tipo espac¸o-P , onde os no´s sa˜o os pontos
de paradas e as arestas sa˜o as rotas [48]. No entanto, para o estudo de distribuic¸a˜o de
viagens, as arestas sera˜o as viagens T . Assim, usaremos a rede L-Trip e P -Trip, previ-
amente definidos na Sec¸a˜o (4.3), cuja nomenclatura passamos a usar para distinguir as
PTNs ponderadas do espac¸o-P e espac¸o-L. De forma que dividimos o espac¸o-P em classes
de redes: P -Topo (topologia), P -Rout (rotas), P -Trip (viagens) e P -Pass (passageiros).
Igualmente fizemos para a rede espac¸o-L: L-Topo (topologia), L-Rout (rotas), L-Trip
(viagens) e L-Pass (passageiros).






i j , (6.49)
onde r e´ cada rota (linha de oˆnibus) do sistema e T r e´ a viagem da rota r. Assim,
S = {s1, s2, s3, ..., sN} sa˜o todos os N pontos de paradas e T = t1, t2, ..., tM sera˜o todas as
viagens de oˆnibus. Se entre si e sj existe uma viagem, de qualquer que seja a rota, enta˜o
existira´ uma aresta. Podemos definir o grau do no´ como sendo o nu´mero de viagens entre





Se quisermos representar uma rede ponderada do sistema, o peso da aresta
entre os no´s si e sj sera´ o nu´mero de multiarestas representadas pelas viagens entre si e
sj de qualquer das rotas que atendem esses dois no´s. No entanto, cada viagem tem uma
importaˆncia diferente para os passageiros, por exemplo, uma viagem no hora´rio de pico
e´ mais importante do que uma viagem no hora´rio entre-pico, que consideramos igual ao
nu´mero de passageiros no estudo de pendularidade (Cap´ıtulo (5)). A distinguibilidade
pode ser relacionada ao hora´rio da viagem de cada rota, propriedade que na˜o faremos
distinc¸a˜o. Simplificamos o modelo para um sistema com viagens indistingu´ıveis de tal
forma que possamos usar uma rede ponderada com multiarestas iguais ao peso da aresta.
O que observamos e´ que isso sugere a relac¸a˜o entre o grau ki definido para







onde κr e´ o grau do no´ do P -Rout, contado como nu´mero de viagens da rota r que atendem
o no´ i.
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Assim, se quisermos saber se existe uma forma de se alcanc¸ar o ponto de
paradas representado pelo no´ sj a partir de si, basta verificar se existe pelo menos uma
aresta entre eles e a rede P -Trip fornece essa informac¸a˜o com muita facilidade. Podemos
ainda descrever se ha´ ou na˜o conexo˜es com dois ou mais no´s intermedia´rios obrigato´rios
para conectar si e sj a partir da distaˆncia de rede.
Como apresentado no Cap´ıtulo 4, usaremos a definic¸a˜o de distaˆncia di,j
como nu´mero de arestas para sair de si e chegar em sj tal como e´ feito usualmente em
redes complexas. Portanto, numa rede espac¸o-P , a distaˆncia dij se refere ao nu´mero de
transbordos, ou transfereˆncias, entre as rotas ou viagens. Como nesse caso todos no´s si de
uma rota ou de uma viagem sa˜o sa˜o vizinhos de grau 1, isso significa que eles teˆm uma
distaˆncia dij = 1. No entanto, quando na˜o ha´ caminho direto e dij = 0, podemos verificar
se inserindo um no´ intermedia´rio sk existe o caminho partindo de si para sk e de sk para
sj. Se isso e´ verdadeiro, significa que a distaˆncia sera´ dij = 2 e si e sj esta˜o conectados,
desde que passe pelo no´ intermedia´rio sk. Na pra´tica isso significa que o passageiro tera´
de realizar 1 transbordo para trocar de rota em sk.
No caso da rede espac¸o-L, se entre si e sj houver uma aresta, ou seja, se
existir pelo menos uma rota ou viagem entre si e sj, enta˜o existira´ um caminho com
distaˆncia dij = 1, se, no entanto, para ir de si a sj na˜o houver um caminho direto, mas
sendo necessa´rio passar por sk, enta˜o, a distaˆncia sera´ dij = 2. Como a rede e´ direcionada
e sequencial, o valor ma´ximo da distaˆncia em uma viagem com N pontos de parada da
rota ou viagem sera´ dmaxi j = N − 1 e sera´ o valor do comprimento total do caminho da
rota ou viagem.
(a) espac¸o-L: com uma rota e uma viagem
de oˆnibus (r1, t1)
(b) espac¸o-P : com uma rota e uma viagem
de oˆnibus (r1, t1)
Figura 6.7 - Esquema ilustrativo de viagem com N=5 no´s, S = {s1, s2, s3, s4, s5} pontos de paradas. 6.7(a)
representa tanto um L-Topo, L-Rout de uma rota, L-Trip de uma viagem ou L-Pass de um
passageiro. 6.7(b) representa tanto um P -Topo, P -Rout de uma rota, P -Trip de uma viagem
ou P -Pass de um passageiro.
Para analisar a distribuic¸a˜o das conexo˜es, tomemos como exemplo a rede da
Figura (6.7(a)).Considerando que a viagem de uma rota qualquer e´ direcionada, os pontos
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de paradas sera˜o sequenciais, tais que s1 −→ s2 −→ s3 −→ s4 −→ s5, como podemos
ver na Figura (6.7(a)). A probabilidade de conexa˜o entre os no´s si e sj das redes L-Topo
e P -Topo, referentes a`s redes de topologia, sera´ igual para qualquer que seja o si e o sj






onde N e´ o nu´mero de no´s da rota ou da viagem. Dessa forma, a probabilidade Pij sera´
equiprova´vel para qualquer par de no´s. Igualmente podemos definir para as rede L-Topo






onde dij e´ o menor caminho entre si e sj e L e´ o nu´mero de menores caminhos poss´ıveis
entre todos os no´s da rede. Ou seja, podemos ter os caminhos, L = {l12, l13, l14, l23, l24, l34},
tais que, l12 : (s1 −→ s2), l13 : (s1 −→ s2 −→ s3), l14 : (s1 −→ s2 −→ s3 −→ s4),
l23 : (s2 −→ s3), l24 : (s2 −→ s3 −→ s4) e l34 : (s3 −→ s4).
Da´ı temos a mesma distribuic¸a˜o de viagens entres os no´s i e j como unifor-
memente distribu´ıdos para ambas as redes L-Topo e P -Topo. Isso e´ plaus´ıvel, uma vez
que necessariamente a viagem ira´ ocorrer entre o ponto inicial e o ponto final passando
por todos os outro pontos de paradas intermedia´rios no caso do L-Topo.
E podemos escrever as condic¸o˜es para P P e PL dadas por∑
i,j>i
P Pi j = 1 (6.54)
e ∑
i,j>i
PLi j = 1 . (6.55)





onde n e´ nu´mero de combinac¸o˜es de poss´ıveis de embarques em i e desembarques j e´ tal
que
n = CN2 =




tal que se j = i consideramos Pi j = 0, na˜o teremos autoarestas. Esta equac¸a˜o vale para a
rede L-Pass tambe´m, pois contamos apenas as combinac¸o˜es entre os no´s iniciais e finais.
Ale´m disso, para j < i Pj<i = 0, pois a rede e´ direcionada. Isso se deve ao fato de que
um passageiro na˜o pode desembarcar em um ponto anterior ao qual embarcou, pois o
oˆnibus segue em uma direc¸a˜o do trajeto. Salvo o caso das linhas circulares, que, se o
passageiro permanecer no ve´ıculo, podera´ fazer um trajeto fechado, mas na˜o maior que o
comprimento total da rota.
Para o caso das redes ponderadas L-Rout e P -Rout, podemos considerar o
peso das arestas como um fator probabilidade, tal que maior o peso, maior a probabilidade
de conexa˜o entre os no´s. Da mesma forma sera´ para o L-Trip e P -Trip. Ou ainda para
o L-Pass e P -Pass, que definimos que o nu´mero de passageiros estaria relacionada ao
carregamento da viagem, independente de onde embarcou ou desembarcou o passageiro
pertencente a`quela viagem.
Considerando um sistema formado por va´rias rotas e va´rias viagens, pode-
mos representar a probabilidade de viagens entre si qualquer e sj qualquer da mesma
forma. Todavia, percebemos que para o caso de redes ponderadas por rotas e viagens,
quanto maior o nu´mero de multiarestas, ou quanto maior o peso da aresta, maiores sa˜o
as chances de que a viagem ocorra entre dois no´s quaisquer. Assim, para as redes L-Rout








onde pij e´ o peso da aresta ij ou o nu´mero da multiplicidade de arestas. E ao questio-
narmos qual a probabilidade de um passageiro qualquer ir de si a sj usando o sistema
de transportes urbano, podemos responder a partir das rotas que o sistema oferece. Isso
apenas contando as rotas do sistema.
Da mesma forma sera´ entre as redes L-Trip e P -Trip, ja´ que a aresta nas
duas redes e´ a existeˆncia de viagens. E uma viagem passa necessariamente por todos os
pontos de paradas pertencentes a rota, salvo excec¸o˜es relacionadas com acidentes ou desvio
de rota. No entanto, em geral todos os no´s de uma viagem sera˜o igualmente acess´ıveis.
Assim, a equac¸a˜o de distribuic¸a˜o de viagens entre os no´s da rota do L-Trip e P -Trip
pode ser expresso pela equac¸a˜o (6.58). Para o ca´lculo dos resultados de pendularidade,
consideramos o peso do L-Pass e do P -Pass como o nu´mero total de passageiros que
utilizaram uma viagem espec´ıfica. Na˜o questionamos quais eram os pontos iniciais e finais
de cada passageiro.
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Para que possamos saber precisamente quais os no´s de in´ıcio e de fim de
viagem cada passageiro percorreu, seria necessa´rio que os dados de passageiros das viagens
de oˆnibus estivessem discriminados por ponto de embarque e de desembarque. De modo
que ter´ıamos a distinguibilidade entre os passageiros. No entanto, na˜o existem esses dados,
ta˜o somente os dados quantitativos da viagem inteira.
O questionamento sobre os pontos de embarque e de desembarque de cada
passageiro e´ importante para verificar o desejo de viagens dos passageiros. Isso geraria uma
rede cujos no´s teriam peso de importaˆncia a partir do interesse dos passageiros. Vimos
que estatisticamente um passageiro que embarca no no´ s2, pode desembarcar em s3 ou s4
ou s5, Figura (6.7), com probabilidades iguais, pois na˜o sabemos qual a importaˆncia de
cada no´ para esse passageiro. Ou ainda, considerando que pontos de paradas onde passam
mais rotas e mais viagens tenham pesos diferentes, podemos atribuir uma probabilidade
a partir da oferta de servic¸os de transporte.
Mas podemos mudar um pouco o ponto de vista, de forma que passamos
a verificar a importaˆncia do no´ a partir da quantidade de embarque e desembarques que
sa˜o realizados. Essa questa˜o e´ relevante para o planejamento do sistema de transporte
urbano, pois saber qual a demanda de viagens pode facilitar muito a vida de quem deve
oferecer as viagens. A partir do questionamento de onde e para onde um certo passageiro
do transporte urbano quer ir, verificando os desejos de viagens dele, podemos tentar
estimar como seria um novo sistema que atenda favoravelmente a esses desejos. Vimos que
existem alguns me´todos a partir do estudo do uso do solo e de teorias comportamentais
que possibilitam prever a demanda. E vimos que uma ferramenta bastante u´til e´ a matriz
origem-destino feita por cetro´ides, a qual e´ produzida pelo modelo gravitacional.
Embora um pouco mais complicado, pois raramente temos os dados de
passageiros ponto a ponto, podemos tentar inferir a partir da observac¸a˜o das viagens dos
passageiros do sistema de transporte, qual a caracter´ıstica do ir e vir dos usua´rios. E se isso
esta´ de acordo com a demanda da populac¸a˜o. Dessa forma, uma vez obtendo os dados
de embarque e desembarque ponto a ponto, poder´ıamos estatisticamente inferir qual o
desejo de viagem dos passageiro. Essa abordagem poderia ser realizada para o L-Pass e o
P -Pass quando se sabe precisamente onde cada passageiro embarcou e onde desembarcou,
de modo que ter´ıamos noc¸a˜o da importaˆncia de cada ponto de parada, e portanto, de
cada regia˜o, ou vice-e-versa.
Quando observamos a distribuic¸a˜o de passageiros de uma viagem em uma
rota qualquer do sistema de transporte urbano, percebemos que podem ter diferentes tipos
de distribuic¸a˜o de probabilidade. Se a distribuic¸a˜o e´ uniforme, ou seja, se todos os pontos
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de paradas tiverem a mesma relevaˆncia, podemos estimar novamente a probabilidade de
uma viagem entre si e sj pela equac¸a˜o anterior (6.58). Mas sabemos a partir dos dados
emp´ıricos que essa distribuic¸a˜o na˜o e´ uniforme, que existem regio˜es mais importantes que
outras, como podemos observar na Figura (6.6) e, portanto, que existem pontos de paradas
mais importantes que outros, como exemplo, podemos retornar a` Figura (6.2) e verificar
que existem pontos de paradas que na˜o ha´ embarque e nem desembarque. A distribuic¸a˜o
de passageiros ao longo de uma rota na˜o e´ uniforme.
Assim, usando a rede L-Trip direcionada, podemos ver que um passageiro
que embarca no ponto de parada s1, tem a possibilidade de desembarcar em s2, s3, s4 ou
s5, se um passageiro embarca em s2, ele podera´ desembarcar em s3, s4 ou s5, jamais em
s1, Figura (6.7). Generalizando temos que se um passageiro que embarca numa viagem
no ponto si, ele so´ podera´ desembarcar em qualquer sj, com j > i.
Em redes reais, portanto, nem sempre os embarques e desembarques sa˜o
uniformes entre os pontos de paradas da rota, como foi mostrado nos gra´ficos da Figura
(6.2) na Sec¸a˜o 6.5. Vemos pelos dados emp´ıricos de embarque e desembarque ponto a
ponto que ha´ uma tendeˆncia de haver mais embarque no in´ıcio da viagem que no final e
mais desembarques no final da viagem que no seu in´ıcio.
Da´ı observamos que o transporte de oˆnibus do Distrito Federal na˜o tem
muito sobe-e-desce de passageiros nos pontos intermedia´rios de uma rota. Sugerindo que
um ve´ıculo de uma certa viagem ja´ inicia com um nu´mero alto de passageiros e percorre
quase toda a rota sem alterac¸a˜o no saldo de passageiros dentro do ve´ıculo ate´ passar pelos
pontos finais da rota. Na Figura (6.1) podemos ver como e´ o comportamento do saldo de
passageiros em algumas viagens. Isso significa que para o passageiro que embarcou em s1,
a probabilidade de desembarcar em s5 e´ maior que desembarcar em s2.
No entanto, mesmo observando os dados emp´ıricos de algumas rotas pre-
sentes em [81], na˜o temos os passageiros distingu´ıveis. Podemos tentar estimar a partir
dos dados emp´ıricos da Figura (6.2) como seria a probabilidade Pij de embarcar em si e
desembarcar em sj. A u´nica opc¸a˜o aqui seria usar a simplificac¸a˜o e considerar os eventos




j , onde P
E
i
seria a probabilidade de embarcar em si e P
D
j , a probabilidade de desembarcar em sj.
Utilizando essa distribuic¸a˜o teremos os resultados apresentados na Figura (6.8). Contudo,
observamos que esse caso na˜o e´ o melhor, pois permite que um passageiro embarque e
desembarque no mesmo ponto de parada, que e´ algo que na˜o acontece no sistema real.
Em geral para o planejamento e previsa˜o de demanda de viagens de um
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(a) Bras´ılia - Sa˜o Sebastia˜o (b) Bras´ılia - Ceilaˆndia
(c) Taguatinga - Bras´ılia (d) Bras´ılia - Taguatinga
(e) Bras´ılia - Gama (f) Bras´ılia - Brazlaˆndia
Figura 6.8 - Amostra do Embarque e Desembarques de viagens em rotas oˆnibus do DF ponto a ponto usando a
distribuic¸a˜o de probabilidade Pij como probabilidade de embarcar e probabilidade de desembarcar
sejam eventos independentes.
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sistema de transporte urbano e´ usado o Modelo gravitacional, desde que se tenha os dados
de custos e populac¸a˜o. Entre os va´rios elementos de custo, pode ser usada a distaˆncia como
um deles. Contudo, a equac¸a˜o e´ dada por Tij ∼ exp(−b cij), onde cij e´ o fator de custo
da viagem, que pode ser um fator de tempo, distaˆncia, etc. Se definirmos o custo como
distaˆncia da viagem, teremos o resultado em que maior a distaˆncia dij, menor as chances
de ocorrer a viagem Tij. Isso e´ plaus´ıvel, imaginemos que existam 3 padarias, a chance de
se ir a` padaria mais pro´xima e´ maior, que aquela mais distante.
Os dados das rotas de oˆnibus do DF trazem uma caracter´ıstica interessante.
Percebemos que os embarques ocorrem no in´ıcio da viagem, em geral o nu´mero de passa-
geiros dentro do oˆnibus vai aumentando, ate´ que comec¸am os desembarques. Isso sugere
que os passageiros tendem a percorrer viagens com maior distaˆncia em vez de menor
distaˆncia.
Enta˜o, propomos um modelo matema´tico em que se possa representar as
caracter´ısticas de embarques e desembarque do sistema de transporte urbano do DF, em
que a probabilidade de viagem entre uma origem e um destino seja tal que a situac¸a˜o
mais prova´vel seja aquela em que um passageiro desembarcar em um ponto mais distante
do ponto embarcado. Ou seja, teremos um sistema em que maior sera´ a probabilidade de
embarque e desembarque, quanto maior for a distaˆncia entre no´s, di j, contado em nu´mero
de arestas. Simulamos o modelo para os pontos de paradas e depois para RAs. Assim,
faremos uma modificac¸a˜o na equac¸a˜o do modelo gravitacional usando apenas a distaˆncia
caracter´ıstica de redes dij como v´ınculo do sistema, tal que a probabilidade de ocorrer
uma viagem entre si e sj seja proporcional a
Pi j ∼ e(−b2/di j) , (6.59)
















Dessa forma, a equac¸a˜o de distribuic¸a˜o de viagens e´.
Ti j ∼ Pi j , (6.62)
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onde N(N − 1)/2 e´ o nu´mero de total de poss´ıveis pares de no´s da rede.
Podemos regular o fator b para apresentar maior ou menor homogeneidade
na distribuic¸a˜o. Ao aumentarmos b, aumenta-se a probabilidade de viagens a grandes
distaˆncias e quanto menor for b, mais homogeˆnea sera´ a distribuic¸a˜o com di j.
A Figura (6.9) mostra o comportamento do fator b. Quando b = 0, teremos
o caso de distribuic¸a˜o uniforme, de modo que na˜o importa a distaˆncia dij dos no´s i e
j, pois o v´ınculo se anula. Percebemos que quanto mais b se aproxima de zero, menos
relevante sera´ a distaˆncia dij da rede. E se b, maior sera´ a relevaˆncia para dij. De modo
que a diferenc¸a do valor de dij acarreta em maior diferenc¸a na probabilidade de ocorrer
uma viagem entre viagens com dij pequeno e grande. Ou seja, mais relevante e´ o v´ınculo.
A Figura (6.10) representa a distribuic¸a˜o por distaˆncia dij, que permite
analisar o comportamento da func¸a˜o (6.63), considerando uma viagem de uma rota com
N = 70 pontos de paradas. Observamos que, para b pro´ximos de zero a distribuic¸a˜o e´
mais homogeˆnea, sendo zero em j = i, e portanto, depende pouco da distaˆncia di j. Ao
contra´rio, quanto maior o valor de b, maior sera´ a diferenc¸a na distribuic¸a˜o, tal que para
uma distaˆncia di j = 2 a probabilidade de embarque/desembarque em dois pontos de uma
viagem e´ menos prova´vel que para uma distaˆncia di j = 50.
Vemos que no caso da distribuic¸a˜o uniforme, a maior probabilidade e´ de se
viajar a uma distaˆncia pequena, pois temos no caso 69 dij = 1, 68 dij = 2, ate´ 1 dij = 69
e o histograma por dij obedece ao fator de nu´mero de combinac¸o˜es (si, sj) da rede. Ao
crescermos o valor de b, embora se mantenha o nu´mero de pares de no´s com o mesmo
dij, o valor de Tij mostra maior relevaˆncia para aqueles pares de no´s (si, sj) que possuam
maior dij. Isso significa que o peso estat´ıstico dado pelo Pij se torna mais relevante, quanto
maior e´ o b.
A distribuic¸a˜o de probabilidade por distaˆncia dij. e´ apresentada na Figura
(6.10). Na˜o consideramos uma diferenc¸a entre os no´s, ta˜o somente a distaˆncia entre eles,
ou seja, na˜o atribu´ımos qualquer caracter´ıstica demogra´fica ou algum peso aos pontos
de paradas, relacionado a` importaˆncia da regia˜o onde o ponto de paradas esta´ inserido,
como, por exemplo, a proximidade de uma escola, shopping ou hospital.
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(a) b=0.0 (b) b=0.5 (c) b=1.0
(d) b=1.5 (e) b=2.0 (f) b=2.5
(g) b=5.0 (h) b=9.0 (i) b=10.0
Figura 6.9 - Modelo de Distribuic¸a˜o de passageiros simulado para uma viagem com N=70 pontos de paradas.
A cor representa a probabilidade de uma viagem originada em si (eixo-x) e terminada em sj
(eixo-y). A escala de cores se refere a` probabilidade de viagem, quanto mais para o verde, mais
prova´vel e´ a viagem e quanto mais para o azul, menor e´ a probabilidade.
Apo´s calcular a probabilidade de distribuic¸a˜o usando o modelo, expresso
pela equac¸a˜o (6.61), para todas as viagens de todas as rotas, fizemos a soma por RAs,
somando o valor dos Pij de todos os pontos que originam em uma RA determinada e se
destina a todos os pontos de paradas de outra RA.
A Figura (6.11) ilustra como foi feita a distribuic¸a˜o por RAs. Uma rota de
oˆnibus passa pelos pontos de paradas {s1, s2, s3, s4, s5, s6}, que esta˜o distribu´ıdas ao longo
das regio˜es {A,B,C,D}. Para encontrarmos a probabilidade de viagens Ti′ji, onde i′ e´ a
regia˜o de origem e j′ e´ a regia˜o de destino, fazemos a soma dos Tij que pertencem a cada
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(a) b=0.0 (b) b=0.5 (c) b=1.0
(d) b=1.5 (e) b=2.0 (f) b=2.5
(g) b=5.0 (h) b=9.0 (i) b=10.0
Figura 6.10 - Distribuic¸a˜o de passageiros por dij simulado para uma viagem com N=70 pontos de paradas.
No eixo-x esta˜o os dij e no eixo-y esta˜o os Tij .
regia˜o. Por exemplo, se queremos calcular as viagens entre as regio˜es A e B, calculamos
TAB = Ts1s2 + Ts1s3 . Da mesma forma, se queremos calcular as viagens entre as regio˜es B
e D, calculamos TBD = Ts2s5 + Ts2s6 + Ts3s5 + Ts3s6 .







Para exemplificar o uso do modelo em um sistema de transporte real, vamos
analisar a distribuic¸a˜o de viagens em algumas rotas de oˆnibus do DF. A rota/linha 163.3,
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Figura 6.11 - Esquema ilustrativo da distribuic¸a˜o de viagens agrupados por RA. Uma rota de oˆnibus passa
pelos pontos de paradas {s1, s2, s3, s4, s5, s6}, que esta˜o distribu´ıdas ao longo das regio˜es
{A,B,C,D}. Para encontrarmos a probabilidade de viagens Ti′j′ , onde i′ e´ a regia˜o de origem
e j′ e´ a regia˜o de destino, fazemos a soma dos Pij que pertencem a cada regia˜o. Por exemplo,
TAB = Ps1s2 + Ps1s3 .
possui N = 70 pontos de paradas, e´ uma linha circular originada em Nu´cleo Bandeirante
e que passa pela Candangolaˆndia, com destino a` Bras´ılia, retornando pelo Sudoeste e
voltando ao Nu´cleo Bandeirante. Calculamos a probabilidade de viagens Pij usando o
modelo de distribuic¸a˜o para diferentes valores de b, para b = 0.5, b = 1.0 e b = 2.0, e
somamos para cada Ra, Figura (6.12).
(a) N = 70, b = 0.5 (b) N = 70, b = 1.0 (c) N = 70, b = 2.0
Figura 6.12 - Ca´lculo da Distribuic¸a˜o de viagens pelo modelo alterado calculado para a rota 163.3. O gra´fico
representa a distribuic¸a˜o ponto a ponto em escala logar´ıtmica. No eixo-x encontram-se as RAs
de origem e no eixo-y, as Ras de destino. A escala de cores informa a probabilidade de ocorrer
Ti′j′ , quanto mais para o vermelho, maior e´ a probabilidade, quanto mais para o azul, menor a
probabilidade.
Fizemos o ca´lculo das probabilidades de viagens para todas as viagens de
todas as rotas e multiplicamos pelo nu´mero de passageiros de cada viagem para estimar
a distribuic¸a˜o de viagens de passageiros em todo o territo´rio do Distrito Federal para
obtermos um L-Pass real. Lembrando que no Cap´ıtulo (4) o peso das arestas da L-Pass
era definido como o nu´mero total de passageiros transportados na viagem e iguais para
todas as arestas geradas pela viagem, ou seja, o peso de todas as arestas da viagem
teria o mesmo peso. Ao somarmos o peso produzido por uma viagem a todos os outros
pesos produzidos pelas outras viagens existentes entre i e j consegu´ıamos definir o peso
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das arestas na rede L-Pass ou P -Pass. Usando o modelo de distribuic¸a˜o proposto neste
cap´ıtulo, podemos obter uma rede L-Pass em que cada aresta gerada pela viagem tera´
um peso diferente, dependendo do valor do nu´mero de passageiros que va˜o do ponto de
parada i ate´ o ponto de parada j. E podemos obter uma rede L-Pass em conformidade
com as reais viagens entre os pontos de paradas do DF.
6.7 Resultados
Calculamos a probabilidade de viagem entre todos os pontos de paradas
atendidos por todas as viagens de todas as rotas de oˆnibus do DF, usando a equac¸a˜o
(6.63), e obtivemos a distribuic¸a˜o de probabilidade mostrada na Figura (6.13), onde origem
e destino sa˜o pontos de paradas localizados no DF.
(a) b = 0.5 (b) b = 1.0 (c) b = 2.0
Figura 6.13 - Distribuic¸a˜o da probabilidade de viagens para todos os pontos de paradas de oˆnibus, com as
cores em escala logar´ıtmica. No eixo-x esta˜o posicionados os pontos de paradas de origem
(si’s) e no eixo-y, os pontos de paradas de destino (sj ’s). A escala de cores corresponde a`
probabilidade Pij de se ir de si a sj , a cor para o vermelho representa maior probabilidade e a
cor mais para o azul representa menor probabilidade.
A nomenclatura dos 3674 pontos de paradas da Figura (6.13) e´ aleato´ria,
ou seja, o ponto s1 na˜o e´ mais pro´ximo de s2 que de s3, apenas sa˜o pontos diferentes da
rede. Esse gra´fico representa os elementos da matriz Ti j, onde quanto mais a cor esta´ para
o vermelho, maior sera´ a probabilidade de viagens e quanto mais a cor esta´ para o azul,
menor sera´ a probabilidade de viagens entre os pontos de paradas i e j. O gra´fico apresenta
espac¸os em branco, pois existem pontos de paradas de oˆnibus que na˜o sa˜o conectados por
nenhuma viagem diretamente.
Posteriormente, fizemos a distribuic¸a˜o por RA, onde temos o gra´fico da
Figura (6.14). Utilizamos a equac¸a˜o (6.64), com valores de b = 0.5, b = 1.0 e b = 2.0 por
ponto de paradas e agrupamos por RA. A distribuic¸a˜o e´ calculada para todas as viagens de
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oˆnibus no DF, por isso percebemos que a maior probabilidade se encontra dentro da mesma
RA e nas viagens para a RA=1, Bras´ılia, nas viagens de volta de Bras´ılia para as outras
RAs. O que sugere que as viagens de oˆnibus do DF esta˜o de acordo com as necessidades de
migrac¸a˜o dia´ria com motivo de trabalho. A partir desse gra´fico percebemos que nem todos
as 30 RAs esta˜o conectadas por rotas de oˆnibus. Isso e´ bastante razoa´vel, se lembrarmos
da distribuic¸a˜o de fluxo de trabalhadores da Figura (6.5).
(a) b = 0.5 (b) b = 1.0 (c) b = 2.0
Figura 6.14 - Distribuic¸a˜o de passageiros por RA a partir do modelo de expresso pela equac¸a˜o (6.61) As cores
esta˜o em escala logar´ıtmica. No eixo-x esta˜o representadas as RAs de origem (i′) e no eixo-y,
as RAs de destino (j′). A escala de cores representa a probabilidade Ti′j′ , quanto mais escura
e´ a cor, maior e´ a probabilidade e quanto mais clara e´ a cor , menor e´ a probabilidade.
A partir disso, usamos os dados censita´rios de nu´mero de trabalhadores que
vivem na RA de origem i′ e o nu´mero de postos de trabalhos ocupados na RA de destino
j′ e multiplicamos por Pi′j′ e pelo nu´mero de viagens. A esse procedimento denominamos
Modelo Gravitacional Alterado, com o termo f(dij) dado pela equac¸a˜o (6.61).
Ti′ j′ = Oi′Dj′Pi j , (6.65)
onde O′i e´ o nu´mero de trabalhadores de que residem em i
′, D′j, o nu´mero de postos de
















(a) b = 0.5 (b) b = 1.0 (c) b = 2.0
Figura 6.15 - Distribuic¸a˜o de passageiros por RA com o valores censita´rios da populac¸a˜o do DF.
A Figura (6.15) apresenta esse resultado. No entanto, com a inclusa˜o desses
v´ınculos, percebe-se que a distribuic¸a˜o foge da distribuic¸a˜o de trabalhadores mostrada
no gra´fico da figura (6.5). Inclusive, o ponto origem 6 e destino 6, que representa viagens
internas na RA de Planaltina, curiosamente apresenta a maior probabilidade de ocorreˆncia.
Percebemos no decorrer do trabalho que os dados de viagens da RA=6 na˜o estavam
completas. A base de dados das viagens apresentavam poucas rotas da RA=6. De modo
que, necessitamos de dados para melhorar a precisa˜o dos resultados.
A simulac¸a˜o para os dados reais de passageiros da rede L-Trip so´ foi pos-
s´ıvel usando as RAs como centro´ides, um vez que para essa unidade de a´rea os valores
demogra´ficos foram adquiridos.
Por outro lado, testamos o Modelo Gravitacional Alterado para o caso de
algumas rotas reais, que apresentavam os valores de embarque e desembarque em cada
ponto de parada da rota. Embora na˜o tenhamos simulado para todos os dados da rede,
acreditamos que o resultado deste estudo possa ser u´til para o entendimento do modelo
e a real aplicac¸a˜o para todo o sistema de transporte, desde que tenhamos os valores de
embarque e desembarque ponto a ponto.
Para esse teste, consideramos apenas os valores de embarque Ei, de desem-
barque Dj e a distaˆncia em arestas de si a sj na rede. Simulamos para o caso em que a
probabilidade Pij de embarcar em si e desembarcar em sj sa˜o eventos independentes, cuja




j , onde P
E
i e a probabilidade de embarque e P
D
j , de desembarque.
Simulamos para o Modelo Gravitacional definindo o valor de Oi = E
′
i, ou
seja, o nu´mero de pessoas nos pontos de origem equivalem ao nu´mero de embarques em
si e o valor de Dj = D
′
j, ou seja, o nu´mero de pessoas nos pontos de destino equivalem
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ao nu´mero de passageiros que desembarcam em sj, tal que a equac¸a˜o se torna Pij =
E ′iD
′
j exp(−b2cij), com cij = dij.
E comparamos com o Modelo Gravitacional Alterado, onde modificamos a





A Figura (6.16) mostra simulac¸o˜es para uma rotas, considerando que o
embarque em si e desembarque em sj sa˜o eventos independentes. Usamos o nu´mero de
embarques em si como valor de origens Oi = E
′
i e e o nu´mero de desembarque em sj como
valores de destinos Dj = D
′
j para simular o modelo gravitacional e o modelo gravitacional
alterado. Simulamos para algumas rotas reais para testar o modelo, que se encontram no
Apeˆndice C.
Observando a diagonal principal da Figura (6.16), percebemos que o v´ınculo
da distribuic¸a˜o de viagens por dij do modelo proposto neste trabalho evita as viagens
com embarque e desembarque no mesmo ponto de parada. Isso faz sentido, pois nenhum
passageiro embarca num ponto e desembarque assim que entra no oˆnibus.
Todavia, para um modelo de distribuic¸a˜o de viagens de passageiros, ou seja,
para uma distribuic¸a˜o de que preveja a real P -Pass, seria necessa´rio a obtenc¸a˜o de dados
dos passageiros ponto a ponto. Significa que necessitamos da distinc¸a˜o dos passageiros,
conhecer o seu ponto de origem e deu ponto de destino. E os dados de embarque poderia
substituir o valor dos viajantes que originam em i e se destinam a j para cada viagem de
cada rota.
Um fator importante sobre o comportamento dos passageiros de oˆnibus do
Distrito Federal, que diferem das expectativas dos primeiros modelos de distribuic¸a˜o de
viagens usando a equac¸a˜o do modelo gravitacional e derivados, pode ser atribu´ıdo ao fato
de existir um tipo de incentivo para as pessoas que vivem mais distantes dos centros de
oportunidades utilizarem o transporte pu´blico. Isso colabora com o resultado de viagens
serem mais prova´veis para distaˆncias maiores. Por outro lado, equac¸o˜es de distribuic¸a˜o
derivados do modelo gravitacional usam fatores de calibrac¸a˜o que vai ale´m da topologia
da rede, tais como renda do indiv´ıduo, algum fator relacionado a existeˆncia de lojas,
hospitais, escolas.
Na verdade, no Distrito Federal o uso do transporte pu´blico esta´ bastante
relacionado com a renda do indiv´ıduo. A maior parte dos passageiros possuem rendas
mais baixas que o restante da populac¸a˜o do DF, e sa˜o justamente aqueles que vivem mais
distantes do centro de oportunidades. Um dos incentivos para o uso do transporte pu´blico
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e´ o pagamento do Vale Transporte e o prec¸o da tarifa. Aqui o valor da tarifa de oˆnibus na˜o
e´ proporcional aos custos da viagem, mas possui um fator social embutido no seu ca´lculo,
de forma que os passageiros que percorrem menores distaˆncias pagam um valor de tarifa
que ajuda no custo e, portanto, no valor da tarifa paga pelos passageiros que percorrem
maiores distaˆncias.
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(a) PEi ∩ PDj (b) MG b=0.5
(c) MG b=1.0 (d) MG b=2.0
(e) MGA b=0.5 (f) MGA b=1.0
(g) MGA b=1.5 (h) MGA b=2.0
Figura 6.16 - Distribuic¸a˜o de passageiros em uma viagem da rota 0.308. Simulado para passageiros indistin-
gu´ıveis, com o evento de desembarque independente do embarque, para MG - Modelo Gravita-
cional e MGA - Modelo Gravitacional Alterado.
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(a) PEi ∩ PDj (b) MG b=0.5 (c) MG b=1.0
(d) MG b=2.0 (e) MGA b=0.5 (f) MGA b=1.0
(g) MGA b=1.5 (h) MGA b=2.0
Figura 6.17 - Simulac¸a˜o da distribuic¸a˜o de passageiros simulado para a rota 0.308 usando va´rios modelos. O




Constru´ımos as redes P -Rout, P -Trip e P -Pass como redes ponderadas com
nu´mero de rotas, nu´mero de viagens e nu´mero de passageiros, respectivamente, fizemos
a distribuic¸a˜o do grau para cada uma delas, bem como para as redes L-Rout, L-Trip e
L-Pass, e percebemos que a distribuic¸a˜o do grau do no´ para essas redes descreve um curva
em decaimento exponencial. Tentamos o ajuste da curva com uma func¸a˜o de decaimento
lei de poteˆncia, pore´m, ficou claro que o ajuste com uma func¸a˜o de decaimento exponencial
e´ o mais adequado. Isso, pode trazer informac¸o˜es u´teis para o estudo de redes reais PTN,
pois entendemos que essas redes devem ter a construc¸a˜o diferenciada para redes de trem e
redes de oˆnibus, por causa da propriedade que muitas vezes e´ negligenciada pelos autores,
a direc¸a˜o das conexo˜es.
Mostramos que as grandezas relacionadas a concentrac¸a˜o de viagens (RCM
e θCM) pode trazer novas informac¸o˜es para a compreensa˜o da distribuic¸a˜o de viagens num
intervalo de tempo em redes ponderadas L-Rout, L-Trip e L-Pass. Essas grandezas podem
auxiliar na verificac¸a˜o das viagens em um ponto de parada espec´ıfico, sendo o valor RCM
importante para apontar quanto sa˜o concentradas as viagens em torno de um hora´rio
espec´ıfico. Vemos por meio da grandeza θCM os diferentes hora´rios de concentrac¸a˜o de
viagens nos pontos de paradas do DF. Assim, com dados mais precisos poderemos verificar
o hora´rio de pico ponto a ponto.
Formulamos um modelo de distribuic¸a˜o de viagens baseado no Modelo Gra-
vitacional Tradicional para as viagens de oˆnibus do Distrito Federal, cujo paraˆmetro usado
para definir a probabilidade de uma viagem ocorrer entre dois lugares diferentes e´ a dis-
taˆncia entre os no´s da rede de L-Trip. A apresentac¸a˜o da distribuic¸a˜o parece satisfazer as
necessidades de demanda de deslocamento dia´rio de trabalhadores no trajeto resideˆncia-
trabalho, embora na˜o tenhamos dados de populac¸a˜o na equac¸a˜o, mas ta˜o somente a dis-
taˆncia em nu´mero de no´s da rede. Sem os elementos de embarque e desembarque ponto
a ponto para todos os pontos de paradas de oˆnibus do DF na˜o podemos usar o modelo
gravitacional tradicional para aos prever os embarque e desembarque de uma viagem de
rota espec´ıfica, por isso usamos apenas a distaˆncia da rede L-Trip. Simulamos com os
dados de algumas rotas a t´ıtulo de verificac¸a˜o do modelo.
Propomos uma equac¸a˜o para a distribuic¸a˜o de viagens no Pij em func¸a˜o
caracter´ıstica t´ıpica dos embarques e desembarques nos oˆnibus do DF, onde a maior parte
dos passageiros embarca no in´ıcio da rota e somente comec¸a a desembarcar no final dela.
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Assim, fizemos uma distribuic¸a˜o em que maior seria a probabilidade de ir de i a j, quanto
maior fosse a distaˆncia dij. Simulamos para todas as viagens de todas as rotas do DF com
os valores de b = 0.5, b = 1.0 e b = 2.0. No entanto, uma vez tendo mais informac¸o˜es do
transporte do DF, poderemos encontrar o b ideal para a distribuic¸a˜o. Pois usando essa
equac¸a˜o no modelo gravitacional alterado para a rede L-Trip toda, os resultados na˜o sa˜o
claros quanto a correspondeˆncia da real demanda.
Ate´ agora, fizemos ana´lises das redes do espac¸o-L, bem como das redes do
espac¸o-P , separadamente, todavia, como perspectivas, podemos modelar as redes pon-
deradas e direcionadas -Topo, -Rout, -Trip e -Pass em rede de multicamadas, calcular
propriedades entre camadas, aplicar um me´todo de ataque ao sistema, retirando no´s e/ou
arestas e verificar a robustez do sistema a partir do modelo multiplex. E ainda, realizar
comparac¸o˜es com diversos modelos de redes, de forma a verificar o mais adequado, usando
o modelo de dissimilaridade.
Ale´m disso, podemos aplicar a te´cnica de Pendularidade a outras cidades
cujos dados do sistema de transporte possam ser obtidos, tanto dados da estrutura f´ısica
(topologia) quanto dados operacionais (processo dinaˆmico) da rede.
E para o modelo de distribuic¸a˜o de viagens gerar resultados mais precisos,
e´ necessa´rio uma melhor investigac¸a˜o do sistema de transportes com dados reais de em-
barque e desembarque de passageiros ponto-a-ponto. De modo que, consigamos encontrar
um b diferente para cada rota.
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Apeˆndice - Centro de massa
Podemos representa a concentrac¸a˜o das viagens ao logo do dia como um
































































usando as identidades trigonome´tricas,
sin2(α) + cos2(α) = 1
cos(α± β) = sin(α) sin(β)∓ cos(α) cos(β)
cos(2α) = 1− 2 sin2(α) ,
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e ∆θ = θ2 − θ1, simplificamos a equac¸a˜o,
RCM =
√










































que usamos em 5.13 da sec¸a˜o 5.3, onde ∆θ = 2pi(h2 − h1)/24.
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Apeˆndice - Se´rie de Fourier
Uma func¸a˜o perio´dica pode ser representada por somas de senos e cossenos,




[an cos(ωnt) + bn sin(ωnt)] , (B.1)
onde an e bn dependem da func¸a˜o X(t). A frequeˆncia e´ dada por ωn =
2pin
T
, onde T e´ o
per´ıodo.
Uma func¸a˜o e´ dita perio´dica com per´ıodo T > 0 se o domı´nio de X conte´m
t+ T sempre que contiver t e se X(t+ T ) = X(t) para todo valor de t.
Senos e cossenos sa˜o func¸o˜es que obedecem ao crite´rio de ortogonalidade. Se






As func¸o˜es u e v sa˜o ditas ortogonais se o seu produto interno for nulo,∫ β
α
u(t)v(t)dt = 0 . (B.3)
E um conjunto de func¸o˜es e´ dito conjunto ortogonal se cada par de func¸o˜es diferentes
pertencentes ao conjunto e´ ortogonal. Assim, as func¸o˜es sin(2pint/T ) e cos(2pint/T ), com
n = 1, 2, ... formam um conjunto ortogonal de func¸o˜es no intervalo α ≤ t ≤ β. Pois










































0 , m 6= n;T/2 , m = n . (B.6)

















































= 0 , (B.9)
desde que m+ n e m− n sejam diferentes de zero. Como m e n sa˜o positivos, m+ n 6= 0.








































= T . (B.13)
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Apeˆndice - Simulac¸a˜o MGA para viagens reais
Fizemos a simulac¸a˜o do Modelo Gravitacional Alterado usando o nu´-
mero de embarques como o nu´mero de pessoas na origem e o nu´mero de desembar-
que como o nu´mero de pessoas no destino em cada rota e multiplicamos pela func¸a˜o
Pij = exp(−b2/dij). Temos os gra´ficos da distribuic¸a˜o quando PEi independente de PDj ,




j . Fizemos a simualac¸a˜o usamos o MO - Modelo Gravitacional, com
Pij = EiDi exp(−b2dij2). E finalmente, fizemos a simulac¸a˜o para o MGA - Modelo Gra-
vitacional Alterado, com Pij = EiDi exp(−b2/dij), onde dij e´ a distaˆncia em arestas do
no´ si a sj na viagem de cada rota.
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(a) PEi ∩ PDj (b) MG b=0.5 (c) MG b=1.0
(d) MG b=2.0 (e) MGA b=0.5 (f) MGA b=1.0
(g) MGA b=1.5 (h) MGA b=2.0 (i) MGA b=10.0
Figura C.1 - Distribuic¸a˜o de passageiros em uma viagem da rota 0.323. Simulado para passageiros indistingu´ı-
veis, com o evento de desembarque independente do embarque, para MG - Modelo Gravitacional
e MGA - Modelo Gravitacional Alterado.
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(a) PEi ∩ PDj (b) MG b=0.5 (c) MG b=1.0
(d) MG b=2.0 (e) MGA b=0.5 (f) MGA b=1.0
(g) MGA b=1.5 (h) MGA b=2.0 (i) MGA b=10.0
Figura C.2 - Distribuic¸a˜o de passageiros simulado para a rota 0.323.
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(a) PEi ∩ PDj (b) MG b=0.5 (c) MG b=1.0
(d) MG b=2.0 (e) MGA b=0.5 (f) MGA b=1.0
(g) MGA b=1.5 (h) MGA b=2.0 (i) MGA b=10.0
Figura C.3 - Distribuic¸a˜o de passageiros em uma viagem da rota 197.3. Simulado para passageiros indistingu´ı-
veis, com o evento de desembarque independente do embarque, para MG - Modelo Gravitacional
e MGA - Modelo Gravitacional Alterado.
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(a) PEi ∩ PDj (b) MG b=0.5 (c) MG b=1.0
(d) MG b=2.0 (e) MGA b=0.5 (f) MGA b=1.0
(g) MGA b=1.5 (h) MGA b=2.0 (i) MGA b=10.0
Figura C.4 - Distribuic¸a˜o de passageiros simulado para a rota 197.3.
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(a) PEi ∩ PDj (b) MG b=0.5 (c) MG b=1.0
(d) MG b=2.0 (e) MGA b=0.5 (f) MGA b=1.0
(g) MGA b=1.5 (h) MGA b=2.0 (i) MGA b=10.0
Figura C.5 - Distribuic¸a˜o de passageiros em uma viagem da rota 200.1. Simulado para passageiros indistingu´ı-
veis, com o evento de desembarque independente do embarque, para MG - Modelo Gravitacional
e MGA - Modelo Gravitacional Alterado.
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(a) PEi ∩ PDj (b) MG b=0.5 (c) MG b=1.0
(d) MG b=2.0 (e) MGA b=0.5 (f) MGA b=1.0
(g) MGA b=1.5 (h) MGA b=2.0 (i) MGA b=10.0
Figura C.6 - Distribuic¸a˜o de passageiros simulado para a rota 200.1.
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(a) PEi ∩ PDj (b) MG b=0.5 (c) MG b=1.0
(d) MG b=2.0 (e) MGA b=0.5 (f) MGA b=1.0
(g) MGA b=1.5 (h) MGA b=2.0 (i) MGA b=10.0
Figura C.7 - Distribuic¸a˜o de passageiros em uma viagem da rota 0.411. Simulado para passageiros indistingu´ı-
veis, com o evento de desembarque independente do embarque, para MG - Modelo Gravitacional
e MGA - Modelo Gravitacional Alterado.
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(a) PEi ∩ PDj (b) MG b=0.5 (c) MG b=1.0
(d) MG b=2.0 (e) MGA b=0.5 (f) MGA b=1.0
(g) MGA b=1.5 (h) MGA b=2.0 (i) MGA b=10.0
Figura C.8 - Distribuic¸a˜o de passageiros simulado para a rota 0.411.
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Apeˆndice - Minerac¸a˜o de dados
A humanidade passou pelo desafio de poder processar muitos dados em
pouqu´ıssimo tempo e de armazenar muitos dados gerados a todo momento. E agora, passa
pela dificuldade de poder aproveitar essa imensa quantidade de dados produzidos e arma-
zenados para gerar alguma informac¸a˜o u´til. Estamos lidando com a cieˆncia de megadados,
que deriva do termo em ingleˆs Big Data. O sifnificado de ’mega’ pode ser interpretado de
treˆs maneiras: o volume de informac¸o˜es que os sistemas devem ser inseridos, processados
e disseminados; a variedade e a complexidade dos tipos de informac¸a˜o manipulada; e a
velocidade ou taxa em que as informac¸o˜es fluem para dentro ou para fora.
A todo momento sites acompanham cada clique de cada usua´rio. Telefones
inteligentes registram a localidade e velocidade a cada segundo de todo dia. Possuem
aplicativos de medidas que gravam todo tipo de dado: batimento card´ıaco, ha´bitos de
movimento, dieta, padro˜es de sono. Os carros inteligentes possuem computadores que
coletam ha´bitos de conduc¸a˜o, as casas inteligentes coletam ha´bitos de vida e os come´rcios
inteligentes coletam ha´bitos de compra. Ou seja, mas vivemos em um mundo que esta´ se
afogando em dados [83].
A pro´pria Internet representa um enorme gra´fico de conhecimento que con-
te´m uma enorme enciclope´dia de refereˆncias cruzadas; Bancos de dados espec´ıficos de
domı´nio sobre filmes, mu´sica, resultados esportivos, ma´quinas de pinball, memes e cock-
tails; E muitas estat´ısticas do governo [83].
O novo desafio consiste em encontrar alguma informac¸a˜o u´til que muitas
vezes na˜o esta˜o organizados em bancos de dados estruturados, mas espalhados em va´rios
bancos e sistemas de va´rias entidades, inclusive em nuvens. Dessa forma, a cieˆncia de
dados tem sido demandada nos u´ltimos anos justamente pela dificuldade que se integrar
dados de distintas fontes e de trata´-los de forma inteligente.
Outra etapa da informac¸a˜o que passamos foi da publicidade de dados gover-
namentais, dados pu´blicos de diferentes o´rga˜os, e a necessidade das informac¸o˜es estatais
serem divulgadas com a pol´ıtica de transpareˆncia. No entanto, cada o´rga˜o ou instituic¸a˜o
desenvolveu seu banco de dados e o estruturou de formas na˜o padronizadas.
Embora atendam bem a`s necessidades dessas instituic¸o˜es em particular, e
estejam facilmente dispon´ıveis para qualquer pessoa, um cidada˜o comum na˜o conseguiria
com facilidade cruzar dados de duas fontes distintas para obter uma informac¸a˜o impor-
tante, pois na˜o se objetivou qualquer tipo de integrac¸a˜o de dados entre va´rios bancos, mas
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apenas o atendimento das necessidades locais de cada instituic¸a˜o ou empresa. Na˜o raros
sa˜o os casos em que uma u´nica instituic¸a˜o possui dois ou mais sistemas de informac¸a˜o que
na˜o sa˜o interopera´veis, gerando dificuldades de se levantar informac¸o˜es relevantes para a
tomada de deciso˜es.
Quando tratamos de dados de diversas fontes distintas, estamos lidando com
dados na˜o padronizados, ou melhor, padronizados individualmente para cada sistema em
particular, mas na˜o entre va´rios sistemas e banco. Nesse contexto, surge a necessidade
de um novo tipo de profissional que tenha habilidades de separar dados importantes de
dados irrelevantes para obter informac¸o˜es u´teis. A nova habilidade exigida para esse fim
se chama minerac¸a˜o de dados, que consiste literalmente em ’separar o joio do trigo’. Uma
ferramenta particularmente popular para esse fim e´ o Python, que possui uma sintaxe
simples e descomplicada, inclusive para iniciantes em computac¸a˜o.
Essas novas habilidades em busca de informac¸o˜es no cruzamento de dados
de diferentes sistemas e bancos de dados, sa˜o encontrados muitas vezes em profissionais de
a´reas que trabalham com formac¸a˜o de padra˜o em sistemas complexos, tais como f´ısicos,
matema´ticos, bio´logos, que esta˜o acostumados a enxergar padro˜es. Assim, encontrar uma
chave entre duas tabelas de dois bancos distintos e´ como trac¸ar uma aresta entre dois no´s
de uma rede. Ou seja, e´ natural que para a cieˆncia de dados seja empregado me´todos de
redes complexas, inclusive, para tratar redes reais, como citados em [84].
Os cientistas de dados precisam de um profundo domı´nio do conhecimento
e de um amplo conjunto de habilidades anal´ıticas [85]. Se a sua organizac¸a˜o armazena
va´rios petabytes de dados, se as informac¸o˜es mais cr´ıticas para o seu nego´cio residirem
em formula´rios que na˜o sejam linhas e colunas de nu´meros, ou se responder a sua maior
questa˜o envolveria uma mistura de va´rios esforc¸os anal´ıticos, enta˜o havera´ uma oportu-
nidade em cieˆncia de mega dados [86]. Aliar a cieˆncia de dados com ana´lise preditiva e
mega dados parece ser o futuro, inclusive para gesta˜o de log´ıstica, por exemplo, [85].
A minerac¸a˜o de dados e´ o processo de descobrir padro˜es perspicazes, inte-
ressantes e inovadores, bem como modelos descritivos, compreens´ıveis e preditivos a partir
de dados em larga escala, E´ um campo interdisciplinar que mescla conceitos de a´reas afins
como sistemas de banco de dados, estat´ısticas, inteligeˆncia artificial e reconhecimento de
padro˜es. Faz parte de um processo de descoberta de conhecimento maior, que inclui tarefas
de pre´-processamento como extrac¸a˜o de dados, limpeza de dados, fusa˜o de dados, reduc¸a˜o
de dados e construc¸a˜o de recursos, bem como etapas de po´s-processamento como inter-
pretac¸a˜o de padro˜es e modelos, hipo´teses, confirmac¸a˜o e gerac¸a˜o, e assim por diante. Este
processo de descoberta de conhecimento e de minerac¸a˜o de dados tende a ser altamente
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interativo e iterativo. [87].
Portanto, para encontrarmos grande parte das informac¸o˜es necessa´rias para
a construc¸a˜o das redes PTN do DF, desenvolvemos algoritmos em Python com base
no me´todo de minerac¸a˜o de dados para cruzar dados de va´rias fontes distintas. Assim,
para realizar cruzamento de dados pertencentes a duas ou mais base de dados, usamos a
ferramenta Pandas. Uma das bibliotecas do Python para a cieˆncia de dados e´ o Pandas,
que conte´m estrutura de dados de alto n´ıvel e ferramentas de manipulac¸a˜o designado para
fazer ana´lise de dados ra´pido e facilmente. Pandas e´ constru´ıdo sob Numpy, realiza com
muita facilidade operac¸o˜es como merge e outras encontradas em ferramentas de base de
dados, como aqueles baseados em SQL, desde que os dados estejam estruturas em se´ries ou
tabelas. As bibliotecas de redes complexas como o NetworkX e Gephi foram usadas para o
ca´lculo de propriedades topolo´gicas de redes. E para gerar os gra´ficos usamos a biblioteca
Matplotlib, que permite fazer gra´ficos na pro´pria linguagem do Python. Essa biblioteca
usa bastante recursos do Numpy, pacote do para computac¸a˜o cient´ıfica do Python.
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